
Zellul�are Basen von symplektischenq-Schur-AlgebrenSebastian Oehms, Universit�at Stuttgart 11 EinleitungEs werden symplektische Schur-Algebren im Sinne von [D2] und [Dt] betrachtet sowie q-analogeVersionen davon, die mit Hilfe der FRT-Konstruktion aus der Theorie der Quantengruppen er-halten werden. Von diesen werden zellul�are Basen im Sinne von [GL] mit Hilfe von \quanten-symplektischen Bideterminanten" konstruiert.2 Symplektische Schur-AlgebrenEs sei zun�achst an die klassische De�nition der Schur-Algebren erinnert. Untersucht man poly-nomiale Darstellungen der generellen linearen Gruppe GLn(K) �uber einem unendlichen K�orperK, so betrachtet man den PolynomringAK(n) := K[c11; c12; : : : ; cnn]mit den Eintr�agen einer (n � n)-Matrix als den Unbestimmten. Dies ist der KoordinatenringK[Mn(K)] des Monoids Mn(K) der (n � n)-Matrizen �uber K und im Fall eines algebraischabgeschlossenen K�orpers ebenso der Ring regul�arer Funktionen auf diesem Monoid. Deshalb ist indiesem Fall die polynomiale Darstellungstheorie vonGLn(K) auf die rationale Darstellungstheorievon Mn(K) zur�uckgef�uhrt. Aufgrund der Monoidstruktur von Mn(K) tr�agt AK(n) die Struktureiner Bialgebra, deren Komultiplikation � : AK(n) ! AK(n)
 AK(n) durch die Multiplikationund deren Koeins � : AK(n)! K durch das Einselement von Mn(K) induziert ist. Als Algebraist AK(n) graduiert: AK(n) = 1Mr=0AK(n; r);wobei AK(n; r) neben dem Nullpolynom aus den vom Grad r homogenen Polynomen besteht. Diehomogenen Summanden AK(n; r) selbst sind Unterkoalgebren von AK(n) endlicher Dimension.Deren duale Algebren SK(n; r) := AK(n; r)� = HomK(AK(n; r); K)sind die von J.A. Green ([G1]) nach I. Schur benannten Algebren, deren Darstellungstheorie dievom Grad r homogenen polynomialen Darstellungen der GLn(K) widergibt.Im Hinblick auf eine charakteristikfreie Behandlung der polynomialen Darstellungstheorie dergenerellen linearen Gruppen emp�ehlt sich die Betrachtung der Schur-Algebren SR(n; r) :=AR(n; r)� = HomR(AR(n; r); R) �uber kommutativen Ringen R mit Eins, wobei AR(n; r) diehomogenen Summanden der graduierten R-Bialgebra AR(n) := R[c11; c12 : : : ; cnn] sind. Es giltdann bekanntlich f�ur jeden K�orper KSK(n; r)�= K 
ZSZ(n; r):1E-Mail: seba@tunix.mathematik.uni-stuttgart.de 1



Weiterhin sind von R. Dipper und G. James ([DJ]) im Zusammenhang mit der modularen Dar-stellungstheorie der generellen linearen Gruppen �uber endlichen K�orpern in nichtbeschreibenderCharakteristik q-analoge Versionen von Schur-Algebren, sogenannte q-Schur-Algebren, eingef�uhrtworden. In [DD] wurde gezeigt, da� diese in Analogie zu obigen De�nitionen (bis auf Morita-�Aquvalenz) auch als duale AlgebrenSR;q(n; r) := AR;q(n; r)� = HomR(AR;q(n; r); R)homogener SummandenAR;q(n; r) einer graduierten, i.A. nicht kommutativenBialgebraAR;q(n) =R < x11; x12; : : : ; xnn > =I aufgefa�t werden kann. Diese Bialgebra kann man als Koordinaten-ring eines \Quantenmonoidschemas"Mn;q(R) ansehen. Darin ist R ein kommutativer Ring mitEins und einer Einheit q 2 R. Die spitzen Klammern stehen f�ur den nichtkommutativen Po-lynomring �uber R, also die freie Algebra in den Unbestimmten xij . Die Erzeuger des Ideals If�uhren zu folgenden Relationen unter den Restklassen cij der xij :cikcjl = qcjlcik i > j; k � l;cikcjl = cjlcik + (q � 1)cjkcil i > j; k > l;cikcil = cilcik 1 � i; k; l � n:Im Fall q = 1 und R =Zerh�alt man die obige ganzzahlige Version SZ(n; r).Schlie�lich sei noch der Zusammenhang zwischen Schur-Algebren und der Operation der sym-metrischen Gruppe Sr auf dem r-fachen Tensorprodukt V 
r des nat�urlichen Moduls V = Rndurch Platzvertauschung erw�ahnt. Es gilt bekanntlich SR(n; r) �= EndSr (V 
r). In Analogie zurOperation von Sr auf V 
r gibt es eine Operation der Iwahori-Hecke-Algebra HR;r vom Typ Aauf V 
r, bez�uglich der SR;q(n; r) �= EndHR;r (V 
r) gilt.Zur De�nition von symplektischen Schur-Algebren ist zun�achst ein algebraisches Monoid an-zugeben, welches die Rolle von Mn(K) im Zusammenhang mit den symplektischen Gruppen�ubernimmt. Wir de�nieren ein solches durchSpMn(K) := fA 2Mn(K)j 9 g(A) 2 K; AtJA = g(A)J = AJAtg:Die Funktion g : SpMn(K) ! K wird dann notwendigerweise zu einem rationalen Charaktervon SpMn(K). Wir nennen g(A) den Dilatationskoe�zienten von A. J ist die Gram-Matrix ei-ner nichtausgearteten schiefsymmetrischen Bilinearform, die wir o.B.d.A. als J = (�i�ii0) mit�i := 1 f�ur i � m := n2 und �i := �1 f�ur i > m sowie i0 := n � i + 1 w�ahlen. DieGruppe der symplektischen �Ahnlichkeiten GSpn(K) ist die Gruppe der Einheiten darin, alsoGSpn(K) = fA 2 SpMn(K)j g(A) 6= 0g, w�ahrend die symplektische Gruppe Spn(K) selbst ausdenjenigen Elementen A von SpMn(K) besteht, deren Dilatationskoe�zient g(A) Eins ist. DasMonoid SpMn(K) wurde auch von D.J. Grigorev ([Gg]) und S. Doty [Dt] betrachtet, dessen Be-zeichnung hier �ubernommen wurde.Da mit jedem A 2 SpMn(K) und c 2 K auch das Vielfache cA in SpMn(K) liegt, ist derKoordinatenring AsK(n) := K[SpMn(K)]eine graduierte Bialgebra, deren homogene Summanden wir mit AsK(n; r) bezeichnen. Da es sichauch wieder um Unterkoalgebren von AsK(n) handelt, k�onnen wir die endlichdimensionalen dualenAlgebren SsK(n; r) := AsK(n; r)�2



bilden, die als symplektische Schur-Algebren betrachtet werden sollen. Wir werden in analogerWeise zur Bildung von SR;q(n; r) eine q-analoge Version von SsK(n; r) de�nieren, die f�ur R = Zund q = 1 zu einer ganzzahligen Version von SsK(n; r) spezialisiert. Weiterhin werden wir einefreie Basis mit guten Eigenschaften f�ur die Darstellungstheorie dieser Algebra angeben. Hierzuben�otigen wir Bideterminanten, die nun betrachtet werden sollen.3 BideterminantenDie Menge der Partitionen einer nat�urlichen Zahl r in nicht mehr als n positive Summandenbezeichnen wir mit �+(n; r). Die Elemente von �+(n; r) werden als n-Tupel � := (�1; �2; : : : ; �n)von nichtnegativen ganzen Zahlen �i mit �1 � �2 � : : : � �n � 0 und �1 + : : : + �n = rgeschrieben. Wir veranschaulichen eine Partition � durch ein Diagramm, welches in der erstenZeile �1 K�astchen, in der zweiten �2 und in der letzten Zeile �n K�astchen enth�alt. F�ur � =(3; 2; 2; 1) 2 �+(4; 8) erh�alt man z.B.:Zu einem Multi-Index i = (i1; : : : ; ir) mit ij 2 n := f1; : : : ; ng betrachtenwir �-Tableaus in n. Einsolches erh�alt man, indem man die Eintr�age von i Spalte f�ur Spalte, von oben nach unten, in dasDiagramm von � eintr�agt. In obigem Beispiel ist also zu i 2 I(n; 8) (wir schreiben I(n; r) := rnf�ur die Menge aller Multi-Indizes mit r Komponenten)T�i := i1 i5 i8i2 i6i3 i7i4 :Ein �-Tableau T�i hei�t spaltenstandard, wenn die Eintr�age in allen Spalten echt von oben nachunten ansteigen. Sind zus�atzlich die Zeilen von links nach rechts (schwach) ansteigend, so nen-nen wir das Tableau standard. Die Menge der Multi-Indizes i 2 I(n; r), f�ur die T�i standardist, bezeichnen wir mit M(�) und diejenige Obermenge, f�ur die das zugeh�orige Tableau lediglichspaltenstandard ist, mit M 0(�).Zu � 2 �+(n; r) erh�alt man mit p := �1 die duale Partition �0 = (�01; : : : ; �0p) 2 �+(p; r), die be-kanntlich durch �0i := jfjj �j � igj de�niert ist. Die Komponenten sind gerade die Spaltenl�angendes Diagramms von �. Die Standard-Young-Untergruppe S� der symmetrischen Gruppe Sr zurPartition � ist diejenige Untergruppe, welche die Teilmengen f1; : : : ; �1g; f�1+1; : : : ; �1+�2g; : : :von r als Ganzes invariant l�a�t. Die Standard-Young-Untergruppe S�0 zur dualen Partition von� = (3; 2; 2; 1) aus obigem Beispiel ist also die Untergruppe von S8, die f1; 2; 3; 4g; f5; 6; 7g undf8g in sich abbildet. Dies ist der Spaltenstabilisator von �. Wir de�nieren nun Bideterminantendurch T�(i : j) := Xw2S�0(�1)l(w)ci(jw) = Xw2S�0(�1)l(w)c(iw)j:Darin werden die Abk�urzungen cij := ci1j1ci2j2 : : : cirjr und iw := (iw(1); iw(2); : : : ; iw(r)) zu i; j 2I(n; r) und w 2 Sr verwendet. l(w) steht f�ur die L�ange der Permutation w. Man sieht leicht,da� Bideterminanten Produkte von Unterdeterminanten sind, und zwar von genau p = �1 St�uck.Beispiel f�ur � = (2; 2): 3



T�i := 1 23 4 ; T�j := 1 12 3 ; dann ist: T�(i : j) = ����� c11 c12c31 c32 ����� ����� c21 c23c41 c43 ����� :Bideterminanten werden schon lange im Zusammenhang mit klassischer Invariantentheorie be-trachtet ([G1], [Ma]). Die Grundlage f�ur ihre Bedeutung in der Darstellungstheorie der generellenlinearen Gruppe bzw. der Schur-Algebren ergibt sich einerseits aus demSatz 3.1 (Mead ([Me]); Doubilet, Rota, Stein ([DRS])) �Uber einem beliebigen kommuta-tiven Ring R mit Eins besitzt AR(n; r) die freie BasisB := fT�(i : j)j � 2 �+(n; r); i; j 2M(�)g:Andererseits spielt der Sachverhalt, da� sie Koe�zientenfunktionen der Mn(R)-ModulnV (�) :=^�01 
^�02 
 : : :
^�0psind, eine Rolle, wobei V =Lnr=0Vr die �au�ere Algebra bezeichnet. J.A. Green verwendet Bide-terminanten in [G1] zur De�nition der Schur-Moduln D�;K. In [G2] gibt er eine Basis f�ur SR(n; r)an, die im \wesentlichen" dual zu obiger Basis ist und deren Elemente Kodeterminanten genanntwerden. \Wesentlich" soll hei�en: Die Transformationsmatrix zur dualen Basis von B ist unimo-dular, wenn eine geeignete Ordnung der Basiselemente zugrunde gelegt wird. Green benutzt dieKodeterminanten, um die charakteristikfreie Darstellungstheorie der Schur-Algebren in eleganterWeise zu formulieren und ihre Quasi-Erblichkeit zu zeigen. Die wesentlichen Eigenschaften derKodeterminantenbasis, welche dazu bef�ahigen, lassen sich durch eine Axiomatik beschreiben, dieauf J.J. Graham und G.I. Lehrer ([GL]) zur�uckgeht und die nun vorgestellt werden soll.4 Zellul�are AlgebrenEine zellul�are Algebra ist eine assoziative (unitale) Algebra A �uber einem kommutativen Ring Rmit Eins zusammen mit einer teilweise geordneten Menge �, deren Endlichkeit wir im Gegensatzzu [GL] annehmen wollen (vgl. [KX] remark S. 6), und endlichen Mengen M(�) zu jedem � 2 �(Menge der \�-Tableaus"), so da� die folgenden Eigenschaften erf�ullt sind:(C1) A besitzt eine Basis fC�S;T j � 2 �; S; T 2M(�)g.(C2) A besitzt eine R-lineare Anti-Involution �, f�ur die (C�S;T )� = C�T;S f�ur alle � 2 � undS; T 2M(�) gilt.(C3) F�ur alle a 2 A; � 2 � und S; T 2M(�) gilt:aC�S;T � XS02M(�)ra(S0; S)C�S0;T mod A(< �);wobei die Zahlen ra(S0; S) 2 R unabh�angig von T sind und A(< �) der R-lineare Aufspannder Basiselemente C�U;V mit � < � und U; V 2M(�) ist.Aufbauend auf diesen Vorgaben wird die Darstellungstheorie einer zellul�aren Algebra in [GL] ent-wickelt: Zun�achst kann man zu jedem � 2 � einen Standardmodul W (�) durch Vorgabe einerfreien R-Basis fC�S j S 2M(�)g und der Operation darauf durch aC�S =PS02M(�) ra(S0; S)C�S0 de-�nieren. Sodann �ndet man auf jedemW (�) eine symmetrische Bilinearform �� mit ��(a�x; y) =4



��(x; ay) f�ur alle a 2 A und x; y 2 W (�). Ist nun R ein K�orper und �� 6= 0, so stimmt das Radi-kal des ModulsW (�) mit dem Radikal der Bilinearform �� �uberein und der einfache Kopf L� vonW (�) ist absolut irreduzibel. Dar�uber hinaus erh�alt man auf diese Art eine vollst�andige Mengepaarweise nichtisomorpher einfacher A-Moduln fL�j � 2 �0g, wobei �0 := f� 2 �j �� 6= 0ggesetzt wurde.Bezeichnet man zu � 2 � und � 2 �0 mit d�� die Vielfachheit von L� in W (�), so zeigenGraham und Lehrer weiter, da� d�� = 0 f�ur � � � und d�� = 1 gilt. Unter einer Ordnung,welche die teilweise Ordnung auf � verfeinert, erh�alt man somit eine obere unitriangul�are Ma-trix als Zerlegungsmatrix D = (d��)�2�;�2�0. Die Cartan-Matrix C berechnet sich daraus zuC = DtD. Die Theorie liefert ebenso Kriterien f�ur die Halbeinfachheit bzw. Quasi-Erblichkeitvon A. Im ersten Fall mu� rad(��) = (0) f�ur alle � 2 � gelten, f�ur den zweiten Fall reicht �0 = �.Beispiele f�ur zellul�are Algebren sind etwa Brauer's Zentralisator-Algebra, Ariki-Koike-Hecke-Algebren, Temperley-Lieb- und Jones-Algebren ([GL]). R. Green ([Gr]) gibt eine q-analoge Versi-on der oben beschriebenen Kodeterminantenbasis von SZ(n; r) f�ur die q-Schur-Algebra SR;q(n; r)an, welche zellul�ar ist. Die Standardmoduln bez�uglich dieser zellul�aren Struktur sind gerade dieq-Weyl-Moduln. Tats�achlich ist im klassischen Fall sogar die duale Basis zur Basis B aus Satz 3.1eine zellul�are Basis von SR(n; r) ebenfalls mit den Weyl-Moduln als den Standardmoduln. Umdies n�aher zu beleuchten, geben wir das duale Konzept einer zellul�aren Koalgebra an.Eine zellul�are Koalgebra ist eine KoalgebraK �uber einem kommutativen Ring R mit Eins, zusam-men mit einer endlichen, teilweise geordneten Menge � und endlichen Mengen M(�) zu jedem� 2 �, so da� die folgenden Eigenschaften erf�ullt sind:(C1*) K besitzt eine Basis fC�S;T j � 2 �; S; T 2M(�)g.(C2*) K besitzt einen R-linearen involutorischen Anti-Koalgebrenautomorphismus �, f�ur den(C�S;T )� = C�T;S f�ur alle � 2 � und S; T 2M(�) gilt.(C3*) F�ur alle � 2 � und S; T 2M(�) gilt bez�uglich der Komultiplikation �:�(C�S;T) � XS02M(�)a(S0; S)
 C�S0;T mod K 
K(> �);wobei die Koalgebrenelemente a(S0; S) 2 K unabh�angig von T sind und K(> �) der R-lineare Aufspann der Basiselemente C�U;V mit � > � und U; V 2M(�) ist.Es ist eine einfache �Ubungsaufgabe zu zeigen, da� die duale Algebra einer zellul�aren Koalgebraeine zellul�are Algebra mit der dualen Basis als zellul�arer Basis ist. Der umgekehrte Sachverhaltgilt ebenso. Da die Bideterminanten Koe�zientenfunktionen der Moduln V (�) sind, erh�alt manbez�uglich der Komultiplikation � : AR(n; r)! AR(n; r)
 AR(n; r) die Formel�(T�(i : j)) = Xk2M 0(�)T�(i : k)
 T�(k : j):Nun zeigt sich im Beweis von Satz 3.1 (siehe etwa [Ma]), da� bei geeigneter Ordnung auf� = �+(n; r) (lexikographische Ordnung bez�uglich dualer Partitionen �0) zu k 2 M 0(�) vonj unabh�angige Zahlen akl 2Zexistieren mitT�(k : j) � Xl2M(�)aklT�(l : j) mod AR(n; r)(> �);woraus die Eigenschaft (C3*) f�ur B folgt. (C1*) ergibt sich sofort aus dem Satz, w�ahrend derAnti-Koalgebrenautomorphismus, der durch Matrixtransposition auf AR(n) induziert ist, demAxiom (C2*) gen�ugt. Also ist B eine zellul�are Basis von AR(n; r).5



5 Symplektische q-Schur-AlgebrenIn �ahnlicher Weise wie in Abschnitt 2 ein q-Analogon zu SR(n; r) de�niert wurde, soll nun einq-Analogon zu den symplektischen Schur-Algebren SsK(n; r) �uber einem kommutativen Ring Rzu einer Einheit q 2 R de�niert werden. Die Konstruktion ist aus der Theorie der Quanten-gruppen bekannt und wird nach L.D. Faddeev, N.Y. Reshetikhin und L.A. Takhtadjian auchFRT-Konstruktion genannt ([FRT]). Die hier angewandte Version ist eine leichte Verallgemeine-rung davon, die - falls (q�1) keine Einheit ist - notwendig ist, um Torsionselemente zu vermeiden.Wir setzen wie oben an AsR;q(n) = R < x11; x12; : : : ; xnn > =Is:Das Ideal Is wird ebenfalls von homogenen Elementen zweiten Grades erzeugt. Diese lassen sichjedoch nicht mehr so �ubersichtlich aufschreiben. Zu ihrer De�nition betrachten wir die folgendenEndomorphismen von V 
2 (V = Rn):� := X1�i�n(qEii 
 Eii +Eii0 
Ei0i) + v X1�i6=j;j0�nEij 
 Eji ++ (q � 1) X1�j<i�n(Eii 
Ejj � v�i��j �i�jEij0 
Ei0j)und  := X1�i;j�n v�i��j �i�jEij0 
 Ei0j ;darin sind Eij die Matrixeinheiten in EndR(V ). Weiter ist v 2 R mit v2 = q, (�1; : : : ; �n) =(m;m� 1; : : : ; 1;�1; : : : ;�(m� 1);�m) sowie �i := sign(�i).Durch � und  sind Darstellungen der Birman-Murakami-Wenzl Algebren BMWR;r auf den r-fachen Tensorprodukten V 
r des nat�urlichen Moduls V gegeben, indem die Erzeuger derselbendurch die Endomorphismen�i := idV
i�1 
 � 
 idV
r�i�1 und i := idV 
i�1 
  
 idV
r�i�1operieren. Die Herleitung von � und  beruht auf der Drinfeld'schen Quantendoppelkonstruktionund es soll hier nicht n�aher darauf eingegangen werden. Referenzen auf Orginalliteratur sowieentsprechende Formeln f�ur die Typen B und D �ndet man etwa in [Ta] bzw. in [Ha] (in Bezugauf multiparametrische Versionen davon).Zur Beschreibung von Is f�uhren wir zu einem Endomorphismus � 2 EndR(V 
r) folgende Schreib-weise ein �xij := Xk2I(n;r)aikxkj und xij� := Xk2I(n;r)xikakj;worin wiederum xij := xi1j1xi2j2 : : :xirjr die Monome in den xij sind und (aij)i;j2I(n;r) die Ko-e�zientenmatrix von � bez�uglich der kanonischen Basis von V 
r ist. Das Ideal Is wird dannvon f�xij � xij�; xij � xijj i; j 2 I(n; 2)gerzeugt. Es ist ein homogenes Biideal in der Bialgebra R < x11; : : : ; xnn > und man erh�altwiederum eine graduierte Bialgebra AsR;q(n) = L1r=0AsR;q(n; r), deren homogene SummandenUnterkoalgebren sind. Als symplektische q-Schur-Algebra de�nieren wir dann6



SsR;q(n; r) := AsR;q(n; r)� = HomR(AsR;q(n; r); R):Aufgrund der Konstruktion vonAsR;q(n) ist die KoalgebraAsR;q(n; r) in gewissem Sinn ein Koalge-bren-Analogon zur Bildung des Zentralisators einer Unteralgebra von EndR(V 
r) (in diesem Falledes Bildes der Birman-Murakami-Wenzl-Algebra unter der oben angebenen Darstellung). Diesf�uhrt in Analogie zu SR(n; r) �= EndSr (V 
r) auf einen AlgebrenisomorphismusSsR;q(n; r) �= EndBMWR;r (V 
r) bzw. f�ur q = 1 auf SsR;1(n; r) �= EndBR;r (V 
r);wobei mit BR;r Brauer's Zentralisator-Algebragemeint ist, zu der BMWR;r f�ur q = 1 spezialisiert.W�ahrend f�ur einen kommutativenRing S und einen RinghomomorphismusR! S mit q 7! �q stetsein Isomorphismus S 
R AsR;q(n; r) �= AsS;�q(n; r) von Koalgebren besteht, ist ein entsprechenderAlgebrenisomorphismus S 
R SsR;q(n; r) �= SsS;�q(n; r) erst dann gesichert, wenn bekannt ist, da�AsR;q(n; r) als R-Modul projektiv ist. Wir werden nun unter gewissen Einschr�ankungen f�ur q einefreie Basis f�ur AsR;q(n; r) angeben, die f�ur die ausgeschlossenen Werte von q vermutlich ebensoeine Basis bleibt. In der Beweisf�uhrung sind diesbez�uglich jedoch Schwierigkeiten vorhanden, diesich bislang nicht ausr�aumen lie�en.Wir geben dazu zun�achst eine quantensymplektische Version von Bideterminaten. Zu einer Per-mutation w 2 Sr, die als reduzierter Ausruck w = si1si2 : : :sit mit Nachbarvertauschungensi := (i; i+ 1) 2 Sr vorliegen m�oge, setzen wir�(w) := �i1�i2 : : :�it 2 EndR(V 
r):Diese De�nition ist unabh�angig vom reduzierten Ausdruck, da sich zwei reduzierte Ausdr�uckef�ur w allein durch Anwendungen von Zopfrelationen ineinander �uberf�uhren lassen und die �i dieZopfrelationen �i�i+1�i = �i+1�i�i+1 f�ur 1 � i < r erf�ullen (� ist ein sogenannterQuanten-Yang-Baxter-Operator). Wir setzen dannT�q (i : j) := Xw2S�0(�q)�l(w)�(w)cij = Xw2S�0(�q)�l(w)cij�(w)und nennen diese Elemente quantensymplektische Bideterminanten. Darin sind cij die Restklassender Monome xij in AsR;q(n; r). Die Gleichheit �(w)cij = cij�(w) ergibt sich nach Wahl des IdealsIs. Man beachte, da� im klassischen Fall v = q = 1 gerade cij�(w) = ci(jw�1) und �(w)cij = c(iw)jgilt, so da� sich die in Abschnitt 3 de�nierten Bideterminanten ergeben.In Analogie zum klassischen Fall erh�alt man die quantensymplektischen Bideterminanten auchals Produkte von ebensolchen �uber alle Spalten des Diagramms von �. Daher ist es nur n�otigBideterminanten zu den Fundamentalgewichten � = !r := (1; 1; : : : ; 1; 0; : : : ; 0) (r Einsen), alsozu einspaltigen Diagrammen, zu kennen. Allerdings sehen auch diese schon recht kompliziert aus,wie die folgenden Beispiele zeigen:T!2q ((k; l) : (i; j)) = ����� cki ckjcli clj �����q = ckiclj � v�1ckjcli; falls k < l; i < j; i 6= j0 = n� j + 1;T!2q ((k; l) : (i; i0)) = ����� cki cki0cli cli0 �����q = ckicli0 � q�1cki0cli � (q�1 � 1) i�1Xj=1 vj�ickj0clj ;falls k < l; i � m, sowie 7



T!3q ((j; k; l) : (i; i0; i)) = ������� cji cji0 cjicki cki0 ckicli cli0 cli �������q 6= 0; falls j < k < l; i � m:Das erste Beispiel sieht der Quantendeterminante f�ur die generellen linearen Gruppen �ahnlich(siehe etwa [DD],[Ta], [Ha]). Im zweiten Beispiel erh�alt man jedoch eine deutlich kompliziertereFormel im Fall assoziierter Indizes i; i0 = n� i+1. Die Berechnung des dritten Beispiels ist schoneine erhebliche Flei�aufgabe. Bemerkenswert ist, da� eine solche symplektische Quantendetermi-nante von Null verschieden ist, obwohl zwei gleiche Spalten vorhanden sind.Zur Beschreibung der Basis ben�otigen wir auch eine q-analoge Version der Dilatationskoe�zien-tenfunktion g : SpMn(K)! K die wir ebenfalls mit g bezeichnen:g := vk mXi=1 v�i ����� cki cki0ck0i ck0i0 �����q = nXi=1 v�i��k�ickick0i0 :Wie bereits erw�ahnt, kann das Hauptergebnis aufgrund beweistechnischer Schwierigkeiten mo-mentan nur unter einer Einschr�ankung f�ur q formuliert werden. Diese lautet:(q) Ist q 6= 1 und p(x) 2 Z[x] ein k-tes Kreisteilungspolynom f�ur ein k � m, so sei p(q) eineEinheit in R.Satz 5.1 (a) Erf�ullt q die Bedingung (q), so besitzt AsR;q(n; r) die zellul�are BasisBq := fglT�q (i : j)j 0 � l � r2 ; � 2 �+(m; r� 2l); i; j 2M s(�)g:In diesem Fall ist auch SsR;q(n; r) eine zellul�are Algebra mit der zu Bq dualen Basis alszellul�arer Basis.(b) Im Fall R = Z :=Z[q; q�1] besitzt auch SsZ;q(n; r) eine zellul�are Basis, die dual zu Bq ist.(c) Falls q in R der Bedingung (q) gen�ugt, so gilt (als R-Algebren):R
Z SsZ;q(n; r) �= SsR;q(n; r):Es ist noch die Menge M s(�), die hier als Menge von spiegelsymplektischen Standardtableausbezeichnet werden soll, zu erkl�aren. Es handelt sich dabei um eine Variante des Begri�s dessymplektischen Standardtableaus, der auf R.C. King ([Ki]) zur�uckgeht. Diese Tableaus wurdenauch von A. Berele ([Be]), C. de Concini ([Co]), S. Donkin ([D3]) und M. Iano-Fletcher ([Ia])verwendet. W�ahrend King selbst symplektische Standardtableaus zur Bestimmung von Gewichts-raumdimensionen einsetzt, werden bei Berele Basen der irreduziblen Spn(C )-Moduln mit diesenTableaus indiziert. De Concini zeigt, da� die (klassischen) Bideterminanten zu Paaren von sym-plektischen Standardtableaus eine Basis f�ur die homogenen Summanden des KoordinatenringsAsK(n)= < g > der Halbgruppe SpMn(K)nGSpn(K) bilden, und legt damit den Grundstein f�ureine charakteristikfreie Darstellungstheorie von Spn(K). Donkin und Iano-Fletcher haben dieseResultate in Zusammenhang mit der Theorie algebraischer Gruppen bzw. einer polynomialenDarstellungstheorie im Sinne von [G1] gebracht und Basen von symplektischen Schur- und Weyl-Moduln erhalten. 8



Gem�a� der De�nition in [Ki] sind symplektische Standardtableaus standard bez�uglich der Ordnung10 < 1 < 20 < 2 < : : : < m0 < m von n und erf�ullen die zus�atzliche Bedingung, da� f�ur i � mdas Auftreten von i und i0 auf die ersten i Zeilen beschr�ankt ist. Mit diesen Tableaus kann mandie G�ultigkeit von Satz 5.1 im klassischen Fall v = q = 1 ebenso zeigen. Im Fall q 6= 1 mu� derStraightening Algorithmus (wie man ihn etwa aus dem symplektischen Carter-Lusztig-Lemma aus[D3] entnehmen kann) jedoch so stark variiert werden, da� die Verwendung von spiegelbildlichsymplektischen Tableaus n�otig wird. Ein solches Tableau ist standard bez�uglich der Ordnungm0 < m < : : : < 20 < 2 < 10 < 1 und erf�ullt die zus�atzliche Bedingung, da� f�ur i � m dasAuftreten von i und i0 auf die ersten m � i + 1 Zeilen beschr�ankt ist. Beispielsweise gibt es imFall � = !2 = (1; 1; 0; : : : ; 0) unter den Standardtableaus der jeweiligen Ordnung jeweils genauein nicht symplektisches bzw. ein nicht spiegelsymplektisches Tableau:101 ist nicht standard-symplektisch ; m0m ist nicht standard-spiegelsymplektisch.Wir geben schlie�lich noch einige Konsequenzen von Satz 5.1 im klassischen Fall v = q = 1 f�ureinen algebraisch abgeschlossenen K�orper K beliebiger Charakteristik an. Man sieht leicht, da�man einen Epimorphismus graduierter Bialgebren vonAsK;1(n) auf AsK(n) = K[SpMn(K)] hat. In[D2] und [Dt] werden symplektische Schur-Algebren als duale Algebren der homogenen Summan-den des Koordinatenrings K[GSpn(K)] des Zariski-Abschlusses der Gruppe der symplektischen�Ahnlichkeiten betrachtet. Daher ist ein Vergleich mit diesen Bialgebren angebracht. Da GSpn(K)eine abgeschlossene Teilmenge in SpMn(K) ist, hat man auch einen solchen Epimorphismus vonAsK(n) auf K[GSpn(K)]. Die Dimensionen der homogenen Summanden der letzteren Bialgebrasind aus [D2] bzw. [D1] bekannt, und sie stimmen mit den durch Satz 5.1 gegebenen Dimensionenvon AsK;1(n; r) �uberein. Also mu� es sich in beiden F�allen um Isomorphismen handeln. Diesimpliziert zum einen SpMn(K) = GSpn(K) - ein Resultat, das ebenso in [Dt] (Corollary 5.5 (f))erreicht wird - zum anderenKorollar 5.2 Sei K ein algebraisch abgeschlossener K�orper beliebiger Charakteristik. Dann gilt:(a) Die Menge ffij ; �fij ; fll0 � �fkk0 j 1 � i < j � n; i 6= j0; 1 � l � k � mg mit fij :=Pmk=1 cikcjk0 � cik0cjk und �fij := Pmk=1 ckick0j � ck0ickj ist ein Erzeugendensystem f�ur dasVerschwindungsideal des Koordinatenringes AsK(n) = K[SpMn(K)] in K[Mn(K)].(b) Man erh�alt durch AsZ;1(n) eine als Z-Modul freie ganzzahlige Version von AsK(n), so da�AsK(n) �= K 
ZAsZ;1(n) �= AsK;1(n) als graduierte Bialgebren gilt. Insbesondere folgt darausSsK(n; r) �= SsK;1(n; r) �= EndBK;r(V 
r).(c) Die hier de�nierten symplektischen Schur-Algebren SsK(n; r) stimmen mit den in [D2] bzw.[Dt] betrachteten (SO(n; r) bzw. Sr(GSpn(K)) in der dortigen Notation) �uberein.F�ur den Fall eines K�orpers der Charakteristik Null wurde (a) und der Zusatz in (b) bereits in[Dt] (Theorem 9.5 (a) und Corollary 9.3 (c)) gezeigt.Literatur[Be] Berele, A.: Construction of Sp-Modules by Tableau. Linear and Multilinear Algebra 19(1986), 299-307.[Co] De Concini C.: Symplectic Standard Tableaux. Advances in Mathematics 34 (1979), 1-27.[DD] Dipper, R., Donkin, S.: Quantum GLn. Proc. London Math. Soc. 63 (1991), 165-211.9
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