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1 Einleitung

Es wird die im vorangegangenen Vortrag erliuterte R-Matrix Quantisierung aus einer Sichtweise
betrachtet, die den Zusammenhang mit den Schur und g-Schur Algebren darlegt. In der Weise,
in der durch die Arbeit von Schur die Theorie der polynomialen Darstellungen der generellen
linearen Gruppen auf die Theorie der rationalen Darstellungen des algebraischen Monoids der
n X n-Matrizen zuriickgefithrt ist, werden auch hier Quantisierungen algebraischer Monoide im
Vordergrund stehen. Deren Koordinatenringe sind gerade die bei der R-Matrix Quantisierung
auftretenden Matrix Bialgebren. Wir beginnen mit der allgemeiner Untersuchung dieser gradu-
ierten Bialgebren und deren homogener Summanden den Matrix Koalgebren. Die Koordinaten-
ringe der Quantengruppen entstehen dann durch Lokalisations und Quotientenbildungsprozesse
aus denen der Quantenmonoide. Dabei werden auch die Beispiele aus 7.3 [CP] behandelt.

2 Matrix Koalgebren

Sei k ein Integrititsbereich mit 1 und V ein freier k-Modul mit Basis {z1,...,z,}. Fir den Ring
der k-linearen Endomorphismen von V' schreiben wir £ := Endg (V') sowie E* := Homy (FE, k) fiir
den dazu dualen k-Modul. Weiterhin fixieren wir die Bezeichnung fiir die Basis aus Matrixein-
heiten in E durch {ej1, €19, .., en,} und fir die dazu duale Basis in E* durch {¢11,t12,...,tnn}-
Um den Zusammenhang mit der R-Matrix Quantisierung aus dem vorigen Vortrag aufzuzeigen
setzen wir T := (tij)i j=1,..n-

Zu einer Koalgebra K {iiber k erhilt man stets durch Dualisieren von Komultiplikation und
Koeins eine k-Algebrenstruktur auf K* = Homy (K, k), wihrend umgekehrt zu einer k-Algebra
A nicht unbedingt eine k-Koalgebren Struktur auf A* induziert sein muf. Ist A jedoch ein
endlich erzeugter projektiver k-Modul, so erhilt man eine solche Struktur unter Ausniitzung
des natiirlichen Isomorphismus zwischen A* ® A* und (A ® A)*. Im Fall von E sind diese
Voraussetzungen erfiillt und man erhélt fiir die induzierte Komultiplikation A und Koeins € auf
E* beziiglich der oben eingefiihrten Basis die Formeln:

A(tsf) = Z tik ® tg; oder kurz: A(T) = Tl
k=1
€(tij) = 0i; oder kurz: A(T) = 1.

Die Bedeutung von [ entnehme man dem vorherigen Vortrag, ¢ ist das Kroneckersymbol und
I die Einheitsmatrix. Weiterhin erh&lt man E* Links- und Rechtskomodul Strukturen auf V'
durch

n n
(@) =D tin @, (@) =Y T Ot
k=1 k=1
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Eine k-Koalgebra M zusammen mit einem Epimorphismus von k-Koalgebren 7 : E* — M nen-
nen wir eine Matriz Koalgebra vom Rang n. E* selbst kann man somit als universelle oder (freie)
Matrix Koalgebra vom Rang n ansehen.

Matrix Koalgebren sind demnach das duale Gegenstiick zu Unteralgebren von E. Eine besonders
wichtige Sorte von Unteralgebren von E treten als Zentralisatoren C'(A) := End4 (V') von Teil-
mengen A C E in Erscheinung. Dual hierzu konstruieren wir nun eine Zentralisator Koalgebra.
Zu A C F setzt man dazu

L(A):=<za—azx|z € E, ac A>,

wobei die spitzen Klammern das k-Modulerzeugnis bedeuten. Die Matrixspur tr : £ — k indu-
ziert einen k-linearen Isomorphismus ¢ von F nach E*. Es gilt dann:

ist ein Koideal in E* und folglich
M(A):=E*"/K(A)
eine Matrix Koalgebra. Weiterhin gibt es stets einen natiirlichen Isomorphismus von k-Algebren
M(A)* ~C(A)
und einen natiirlichen Homomorphismus von k-Moduln
M(A) — C(A4)",

der genau dann injektiv ist, wenn M (A) torsionsfrei, und immer dann surjektiv ist, wenn C'(A)
als k-Modul ein direkter Summand in F ist. Ist M (A) ein projektiver k-Modul, so sind all die-
se Bedingungen erfiillt und zudem ist C'(A) endlich erzeugt. Man hat dann also eine induzierte
Struktur als k-Koalgebra auf C(A)* und obiger natiirlicher Homomorphismus ist ein Isomorphis-
mus von k-Koalgebren. Dies zeigt, dafl die Zentralisator Koalgebra M(A) mehr (innerhalb der
Kategorie der k-Moduln feststellbare) Information iiber A enthilt als C(A). Im tibrigen ist M (A)
genau dann projektiver k-Modul, wenn fiir jede k-Algebra S, welche selbst ein Integritdtsbereich
ist, der natiirliche Homomorphismus

S®Ends(V) — Endgga(S®V)
ein Isomorphismus ist. Der in Analogie dazu existierende natiirliche Homomorphismus
SQ@M(A) — M(S® A)

ist iibrigens stets ein Isomorphismus.

3 Matrix Bialgebren

Mittels der natiirlichen Isomorphismen zwischen Endy(V)*®" = E*®" und E* := End,(V®")*
kann man die Tensoralgebra

o0

T(E*) =@PE® ~PE;

r=0 r=0



als direkte Summe der universellen Matrix Koalgebren E; vom Rang nr ansehen. Daraus erhilt
man eine k-Bialgebren Struktur auf 7(E*). Als Algebra ist 7(E*) bekanntlich frei auf den Er-
zeugern t;j, 1,j = 1,...,n. Als Koalgebra ist es die direkte Summe der Koalgebren E;, d.h.
A = @reNAy und € := @reNer, wobei A, die Komultiplikation (verkniipft mit der Inklusion
von B} @ B in T(E*) @ T(E*) = ®teN(Butv=tE;, ® Ey)) und €, die Koeins auf der univer-
sellen Matrix-Koalgebra E ist. Dabei ist die Koalgebrenstruktur auf Ej = k gegeben durch
Ap(l) =1®1 und (1) = 1.

Man verifiziert leicht, dafl beide Strukturen miteinander vertrdglch sind, also tatsdchlich eine
graduierte Bialgebra vorliegt. Eine k-Bialgebra M zusammen mit einem Epimorphismus von
k-Bialgebren 7 : T(E*) — M nennen wir eine Matriz Bialgebra vom Rang n. T (E*) selbst kann
man somit als universelle oder (freie) Matrix Bialgebra vom Rang n ansehen. Ist der Kern von
7 homogen, so ist M eine graduierte Matrix Bialgebra deren homogene Summanden Matrix
Koalgebren sind.

Seinun A := (4,)2, eine Familie von Unteralgebren A, C Endy(V®"), so daf (unter natiirlichen
Isomorphismen) idy ® A, C 4,41 und A, ® idy C A,41 gilt, und A, als Algebra von diesen
beiden Teilmengen erzeugt wird. Eine solche Familie ist durch A, vollstdndig bestimmt. Es ist
dann

ein homogenes, von K (As) erzeugtes Biideal in 7 (E*). Folglich erhdlt man eine graduierte
Matrix Bialgebra

o0

M(A) = T(E")/J(A) = D M(Ar),

r=0

deren homogene Summanden gerade die Zentralisator Koalgebren M (A,) der A, sind. Darin
hat man Ay :=< idy > und A; =< idy > zu setzen. Wir nennen diese Matrix Bialgebra die
(verallgemeinerte) FRT-Konstruktion zu A. Die im vorangegangenen Vortrag behandelte FRT-
Konstruktion ist darin der Spezialfall, wo Ay als Algebra von einem Element R erzeugt wird.
Wir schreiben fiir die entsprechende Familie A(R). Mit der dortigen, bzw. der Notation aus [CP]
gilt also

M(A(R)) = Fr(Mn) = T(E")/(R(T ©T) - (T © T)R).

Ist beispielsweise in der klassischen Situation R € Endy(V ® V) der Flip-Operator R(v ® w) =
w ® v, so sind die Algebren A, gerade die Bilder der Gruppenalgebra kS, der symmetrischen
Gruppe S, unter der dadurch induzierten Darstellung auf dem r-fachen Tensorprodukt V®" von
V ((i,i+ 1) = idyei-1 ® R ® idye,—i-1). In diesem Beispiel berechnet man leicht

K(Ag) =< tijtkl — tkltij| i,j,k,l =1...,n>

und folgert

M(A(R)) = k[tll, t12,... atnn]-

Dies ist gerade der Koordinatenring k[M,, (k)] des Monoidschemas der n x n-Matrizen iiber k. Die
geordneten Monome darin bilden bekanntlich eine freie Basis. Insbesondere sind die Zentralisator



Koalgebren M(S,) := M(A,) der symmetrischen Gruppen freie k-Moduln. Die dualen Algebren
der M(S,) sind gerade die Schur Algebren

S(n,r) := M(S,)* ~ Endg, (V®").

In Analogie hierzu liefert der Quanten Yang Baxter Operator

Ry:=q) eij@eji+ Y ej®eji+(q—q ') ei®ejj
i i#] i<j
eine Darstellung der Hecke Algebra #, vom Typ A auf den r-fachen Tensorprodukten von V.
Dies liefert eine als k-Modul freie Matrix Bialgebra

k[Mp g (k)] == M(A(R4)),

die man somit als Koordinatenring eines Quanten Monoidschemas M, 4(k) interpretieren kann.
Die dualen Algebren der homogenen Summanden M (H,) sind nunmehr die g-Schur Algebren

Sq(n,7) := M(H,)* ~ Endy, (V).

4 Orthogonale und symplektische Monoide

Fiir die Anwendungen auf orthogonale und symplektische Gruppen betrachten wir zunéchst
die klassische Situation iiber einem algebraisch abgeschlossener Kérper K. Im Hinblick auf ei-
ne polynomiale Darstellungstheorie mufi man zunéchst algebraische Monoide MO, (K) bzw.
MSpy(K) finden, welche die Rolle des Monoids M, (K) bei der generellen linearen Gruppe
GL,(K) iibernehmen. Diese Monoide treten als abgeschlossene Untermonoide des vollen Matrix-
Monoids M, (K) iber dem Kérper K auf. Seien dazu J,,J, € V®2" eine symmetrische bzw.
schiefsymmetrische nichtentartete Bilinearform. Wir fixieren nun folgende Bezeichnungen:

On(K) = {9 € GL,(K)| Jo(gv, gw) = Jp(v,w) Yv,w € V},

Spn(K) = {9 € GL,(K)| Js(gv, gw) = Js(v,w) Yo,w € V'},
MO, (K) = {g€ Mu(K)| Jo(vg,wg) = Jo(gv, gw) = mp,(g)Jo(v,w) Vv,w € V},
MSpn(K) = {g€ Mu(K)| Js(vg,wg) = Js(gv, gw) = mps(g)Js(v,w) Yo,w € V},
GO, (K) := GLn(k) N MO, (K),
GSpn(K) = GLy(k) N MSpp(K).

Darin sind mp, : MO, (K) — K und mps : MSp,(K) — K geeignete Funktionen. Sie sind
notwendigerweise regulir. Wir nennen MO, (K) bzw, M Sp,(K) das orthogonale bzw. symplek-
tische Monoid und GO, (K) bzw. GSp,(K) die Gruppe der orthogonalen bzw. symplektischen
Ahnlichkeiten.

Es ist zu erwarten, dafl MO, (K) bzw. M Sp,(K) mit dem Zariski-Abschluff von GO, (K) bzw.
GSpn(K) in M,(K) zusammenfallt, und tatsachlich 1a8t sich dies fiir einen Kérper der Charak-
teristik Null zeigen. In positiver Charakteristik scheint der Sachverhalt bislang nicht geklirt zu
sein.

Wir wenden nun die im vorigen Abschnitt betrachtete FRT-Konstruktion in einem Fall an, wo die
Algebra As von zwei Operatoren R und E erzeugt wird. Dabei ist ersterer obiger Flip-Operator
und letzterer durch



E, = Z egl ® eg, im Fall der orthogonalen, und
1<i,j<n

E, = eiejef-" ® eg, im Fall der symplektischen Monoide

1<i,j<n
gegeben. Darin ist i’ :== n—i+1fiiri = 1,...,n. Wir schreiben wieder A(R, E) fiir die zugehérige
Familie von Algebren. Fiir einen beliebigen Integritédtsbereich k ist dann durch

k[MO, (k)] := M(A(R, E,)) bzw. k[MSp,(k)'] := M(A(R, E;))

ein Monoidschema iiber k gegeben. Es scheint bislang nicht klar zu sein ob im Fall k£ = Z die
Z-Moduln Z[MOp(Z)'] und Z[M Sp,(Z)'] frei sind, noch ob fiir einen algebraisch abgeschlos-
senen Korper K positiver Charkteristik K[M O, (K)'| ~ K[MO,(K)] bzw. K[M Sp,(K)'| ~
K[M Sp,(K)] gilt. In Charakteristik Null kann dies wiederum bestétigt werden. Jedenfalls hat
man stets einen Epimorphismus von links nach rechts, dessen Kern eventuell jedoch nilpo-
tente Elemente enthalten konnte. Man beachte, dafl man sich auf die Standardformen J, :=
Y xi ®@ay und Jg =30 wf @) — xf @ o) (mit n = 2m) beschranken kann. Auflerdem sei
bemerkt, dafl zufolge der letzten Bemerkung im 2. Abschnitt K ® Z[M Oy, (Z)'] ~ K[MO,(K)']
und K ® Z[M Spp(Z)'] ~ K[M Sp,(K)'] gilt.

In Analogie zum G L, (k)-Fall und den symmetrischen Gruppen S, ist hier durch die Operatoren
R und E eine Darstellung der Brauer Algebra BR, , (iiber k, fur = n im Fall der orthogonalen
und z = —n im Fall der symplektischen Gruppen) auf den r-fachen Tensorprodukten von V
gegeben. Durch die Darstellungen der orthogonalen bzw. symplektischen Gruppen auf V®" sind
Algebrenhomomorphismen von den Gruppenalgebren kOy, (k) bzw. kSpy, (k) nach Endpg, , (V")
gegeben. Fiir einen Korper der Charakteristik Null folgt aus der Arbeit von Brauer ([Br]), da
diese surjektiv sind. Falls sich dies auch in positiver Charakteristik bestatigen sollte, konnten
die oben erwédhnten Ungeklartheiten ausgerdumt werden.

Anwendung von Abschnitt 3 zeigt somit, da8 die homogenen Summanden der graduierten Ma-
trix Bialgebren k[MO,(k)'] und k[M Spy,(k)'] gerade die Zentralisator Koalgebren M (BR, ;)
sind. Deren duale Algebren sind mithin Kandidaten fiir orthogonale und symplektische Schur
Algebren. Gemaf den Ausfithrungen in 2 sind sie isomorph zu Endpg, ,(V®"). ODb sie allerdings
auch in positiver Charakteristik mit den von Donkin [Do] definierten Schur Algebren iiberein-
stimmen hingt von der Klarung obiger Fragen ab.

5 Quantisierung der orthogonalen und symplektischen Monoide

Die Quantisierung der Koordinatenringe k[MO,,(k)'] und k[M Spy,(k)'] erfolgt nun in Analogie
zur Quantisierung von k[M, (k)] durch Quanten Yang-Baxter Operatoren

Rp:=q Y €i®ei+q ' Y ew®ep)tq Y, e;®ejit
i#m+1 i#m+1 15,3

Ha—a M) (ei ®ejj — 7 Teijr @ €i5) + emat)mt1) ® E(m1)(mt1)s

1<j

RC = quii X e;; + q_1 Z €;ir @ ei’i) +q Z €ij X ejH-
i i i£7,5'



+Ha—a7") Y (e @ e — g Pieigjeip ® e,
1<j

Rp:=q) ei®ei+q ') ew®en) +q Y e @ejit
i i iZ,5"
Ha—a )Y (eii @ej; — ¥ ey @ ewj),
1<j

Darin sind g,q invertierbare Elemente in k¥ mit ¢ = ¢ und (71,...,7,) := (2m — 1,2m —
3,...,1,0,—1,...,—(2m — 3),—(2m — 1)), (p1,---ypn) = (mym —1,...,1,—1,...,—(m —
1),—m), € := sign(p;) und A; := p; —€; sowie n = 2m + 1 im Fall B und n = 2m in den beiden
anderen Féllen.

Fiir einen Kérper k und (1 +¢?)(1 —¢ ™) (1 +¢* ™) #0bzw. (L +¢*)(L+¢™)(L —¢g27™) #£0
besitzen die drei Yang-Baxter Operatoren Minimalpolynome dritten Grades:

t+a DHt—gt—q' ™)

im Fall B, D, sowie
t+g Ht-at+g ")
im Fall C.

Fir ¢ = 1 = § spezialisieren alle drei zu dem Flip-Operator R. Die FRT-Konstruktionen
Fry (M) = M(A(Rx)) fir X = B, C, D spezialisieren daher fiir ¢ — 1 alle drei zu k[M, (k)].
Allerdings sind diese iiber dem lokalen Ring k = Z|q, qil](q_l) (bzw. k = Z|g, (jfl](q_l) im Fall
B) keine freien k-Moduln. Um dies zu erreichen hat man auch die den Operatoren E, und FE,

entspechenden Quanten Operatoren heranzuziehen:

1<i<n 1<i,7<n

Boi= Y ¢ Peejep @ e,
1<i,j<n

In Analogie zum vorigen Paragraphen betrachtet man dann die Matrix Bialgebren

k[MO, (k)] = M(A(Rp,Ep)) fiir ungerades n
k[MOy 4(k)] = M(A(Rp,Ep)) fiir gerades n
k[MSpn (k)] := M(A(Rc,Ec)) fiir gerades n

Die Bezeichnungen sind dadurch gerechtfertigt, dafl diese Bialgebren als Moduln {iber den oben
betrachteten lokalen Ringen frei sind, und sich bei Spezialisierung ¢ — 1 gerade k[M Oy (k)]
bzw. k[M Spy,(k)'] ergibt. Ist ¢ — 1 invertierbar in k so gilt

Ex =(q¢— qfl)fl(R)_(l — Rx) +idye:

fir X = B,C,D und es folgt M(A(Rx,Ex)) = M(A(Rx)). Hierin duflert sich ein bemer-
kenswerter Unterschied zwischen der quantisierten und der klassischen Situation. Wahrend im
letzteren Fall, die Relationen, welche fiir die Kommutativitdt der Koordinatefunktionen sorgen,
unabhéngig von denjenigen sind, welche die Invarianz der Bilinearform erzwingen, sind im er-
steren Fall diese beiden Sorten von Relationen aneinander gekoppelt. Hiermit scheinen auch



die Schwierigkeiten zusammen zuhingen, orthogonale und symplektische Quantengruppen als
Untergruppen einer generellen linearen Quantengruppe aufzufassen ([T1]).

Als invariante Bilinearform in (V ® V)* ~ V* ® V* hat man

n

n n
Jpi=) 0 "z ®c), Jo:=) eq Peioah, Jpi=) ¢ Neio)

zu betrachten. Dual dazu gibt es invariante 2-fach Tensoren in V' ®2

n n n
/ J—, / —pi / —X\;
Jg = E g " @y, Joo= E €q P @y, Jp:i= E g Nz ® zy

Es gilt dann Ex (v ® w) = Jx (v ® w)JY fir X = B, D baw. Ec(v® w) = —Jc(v @ w)Jg.

Die Rolle der Brauer Algebra BR,, wird hier durch die Birman-Murakami-Wenzl Algebra
BMW, ¢ fiir ¢ = [n — 1]y + 1 im Fall der orthogonalen und z = [-n — 1] + 1 im Fall der sym-
plektischen Gruppen iibernommen (mit [n], wird das g-Analog einer ganzen Zahl n bezeichnet).
Wie schon bei der Brauer Algebra soll auch hier auf eine ndhere Betrachtung dieser Algebren
verzichtet werden. Es sei nur darauf hingewiesen, daf sie in der Literatur (z.B. [BW], [CP]) in
der Regel fiir invertierbares ¢® — 1 definiert werden. Die Brauer Algebren BR, , treten dann als
Limes fiir ¢ — 1 auf. Diesem Umstand begegnet man, in dem man die Birman-Murakami-Wenzl
Algebren iiber dem Ring Z[z,q,q7 !, 2,271]/(2% 4+ (¢* — 1)(z — 1)z — ¢?) betrachtet. Die Brauer
Algebren erhélt man dann durch Spezialisierung g — 1.

In Analogie zur Schlufbemerkung in Abschnitt 4 folgt, dafl die homogenen Summanden der gra-
duierten Matrix Bialgebren k[M Oy, 4(k)'] und k[M Sp;, 4(k)'] gerade die Zentralisator Koalgebren
M(BMW, 4 ) sind. Deren duale Algebren sind mithin Kandidaten fiir orthogonale und symplek-
tische g-Schur Algebren. Gema8 den Ausfithrungen in 2 sind sie isomorph zu Endpyw, , , (VE").

6 Von Quantenmonoiden zu Quantengruppen

Es soll nun noch in aller Kiirze aufgezeigt werden, wie man Quantengruppen als offene bzw.
abgeschlossene Untermonoide der oben eingefithrten Quantenmonoide gewinnt. Eine besondere
Rolle spielen dabei gruppendhnliche Elemente in den Matrix Bialgebren k[M, 4(k)], k[M Oy, 4(k)']
und k[M Spy, 4(k)']. Die Vorgehensweise, wie sie im ersten Fall angewandt wird, wurde bereits
im Vortrag von Robert Boltje in allgemeiner Formulierung besprochen. In diesem Fall ist das
gruppendhnliche Element die Quantendeterminante qdet. Im Fall der orthogonalen und symplek-
tischen Gruppen betrachtet man die g-Analoge qmp, und gmpg zu den Funktionen mp, und mps.

Gruppenahnliche Elemente einer Bialgebra sind solche, fiir die A(z) = ¢ ®  und e(z) = 1 gilt.
Die Definition zeigt sofort, dafl fiir gruppenihnliche Elemente x der k-lineare Aufspann von z
ein eindimensionaler Unterkomodul des links- und des rechtsreguldren Komoduls ist. Umgekehrt
fithrt jeder eindimensionale rechts (bzw. links) Komodul W =< w > durch ryy (w) = w®z (bzw.
Tw(w) = ® w ) zu einem gruppenédhnlichen Element x.

Wie im vorherigen Vortrag aufgezeigt, kommt die Quantendeterminante von dem eindimensio-
nalen Komodul A% . Die Resultate dieses Vortrags sind anwendbar, da R4 die Frobenius-
Hecke Bedingungen erfiillt. Wie die Minimalpolynome der Yang-Baxter Operatoren Rx fiir
X = B, C, D zeigen, erfiillen diese jedoch nicht die Hecke-Bedingung. Es sei hier nur bemerkt,
dal man dennoch auch in diesen Féllen eine symmetrische und duflere Algebra definieren kann



(siehe [H2]). Diese sind zwar auch Deformationen der klassischen symmetrischen und dufleren
Algebra, doch unterscheiden sich die Relationen von denen im Fall M, ,(k).

Explizit schreiben sich die Elemente gdet, qmp, und qmps wie folgt:

qdet = ZwESn(_Q)_l(w)tlw(l)tZw@) s tnw(n)

qmp, = 1 Tty @ty fiir ungerades n,
qmpo, = it q_)‘itli ® tpir fiir gerades n,
qmps = D1 €iq Pty @ty

Darin ist /(w) die Lange der Permutation w. Die Elemente qmp, und qmps kommen natiirlich
von den eindimensionalen, von J% (X = B, D, C) erzeugten Unterkomoduln von V®2. In allen
Féllen sind die betrachteten Elemente zentral in der jeweiligen Bialgebra. Es sei jedoch bemerkt,
daB fiir die Multiparameterversionen der Quanten Yang-Baxter Operatoren Ry und die dazu
gehorigen multiparametrischen Matrix-Bialgebren dies nicht mehr erfiillt ist. Es sind jedoch
stets die schon im letzten Vortrag erwdhnten Ore Bedingungen erfiillt, auf Grund derer an
den Elementen gdet, qmp, und gmpg lokalisiert werden kann. Z.B. hat man bei der in [DD]
betrachteten Spezialisierung der multiparametrischen Quanten GL,, die Vertauschungsrelationen

tijqdet = qz(i_j)qdettij.

Man kann nun folgende Quanten Koordinatenringe definieren:

k[Ganq(k)] = [ ( )]qdet
k[GOn,q(k)'] = [Mon q( ) ]qmpo
k[GSpng(k)] = k[M Spn.q(k)]qmps
k[SLnq(k)] = k[Mhp,q(k)]/(adet — 1)
k[Ong(k)] = k[M On q( )']/(qmp, — 1)
k[Spnq(k)] = k[M Spn q(k)']/ (qmps — 1)

k[SOng4(k)] = Kk[MOpq4(k)']/(qmpe — 1,qdet — 1)

In den ersten drei Féllen erhidlt man offene, in den iibrigen vier Féllen abgeschlossene Untermo-
noide. Im Hinblick auf die Multiparameterversionen ist die Konstruktion der abgeschlossenen
Gruppen nur unter gewissen Einschrdnkungen der Parametermenge moglich und zwar unter sol-
chen, fiir die qdet, qmp, und qmps zentral sind (siehe [H2]).

Der Strich im Fall der orthogonalen und symplektischen Gruppen und Ahnlichkeitsgruppen soll
wiederum an die im 4. Abschnitt angesprochene Unsicherheit im Bezug auf positive Charakte-
ristik andeuten. Enthélt £ den Korper der rationalen Zahlen, so kann der Strich weggelassen
werden. In diesem Fall handelt es sich dann auch um Deformationen der Koordinatenringe der
entsprechenden klassischen Gruppen. Andernfalls verbleiben auch hier Unsicherheiten (siehe
[H1], S.79).
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