
Quanten Funktionenalgebren: MatrixBialgebren und QuantenmonoideSebastian Oehms, Universit�at Stuttgart 11 EinleitungEs wird die im vorangegangenen Vortrag erl�auterte R-Matrix Quantisierung aus einer Sichtweisebetrachtet, die den Zusammenhang mit den Schur und q-Schur Algebren darlegt. In der Weise,in der durch die Arbeit von Schur die Theorie der polynomialen Darstellungen der generellenlinearen Gruppen auf die Theorie der rationalen Darstellungen des algebraischen Monoids dern� n-Matrizen zur�uckgef�uhrt ist, werden auch hier Quantisierungen algebraischer Monoide imVordergrund stehen. Deren Koordinatenringe sind gerade die bei der R-Matrix Quantisierungauftretenden Matrix Bialgebren. Wir beginnen mit der allgemeiner Untersuchung dieser gradu-ierten Bialgebren und deren homogener Summanden den Matrix Koalgebren. Die Koordinaten-ringe der Quantengruppen entstehen dann durch Lokalisations und Quotientenbildungsprozesseaus denen der Quantenmonoide. Dabei werden auch die Beispiele aus 7.3 [CP] behandelt.2 Matrix KoalgebrenSei k ein Integrit�atsbereich mit 1 und V ein freier k-Modul mit Basis fx1; : : : ; xng. F�ur den Ringder k-linearen Endomorphismen von V schreiben wir E := Endk(V ) sowie E� := Homk(E; k) f�urden dazu dualen k-Modul. Weiterhin �xieren wir die Bezeichnung f�ur die Basis aus Matrixein-heiten in E durch fe11; e12; : : : ; enng und f�ur die dazu duale Basis in E� durch ft11; t12; : : : ; tnng.Um den Zusammenhang mit der R-Matrix Quantisierung aus dem vorigen Vortrag aufzuzeigensetzen wir T := (tij)i;j=1;:::;n.Zu einer Koalgebra K �uber k erh�alt man stets durch Dualisieren von Komultiplikation undKoeins eine k-Algebrenstruktur auf K� = Homk(K; k), w�ahrend umgekehrt zu einer k-AlgebraA nicht unbedingt eine k-Koalgebren Struktur auf A� induziert sein mu�. Ist A jedoch einendlich erzeugter projektiver k-Modul, so erh�alt man eine solche Struktur unter Ausn�utzungdes nat�urlichen Isomorphismus zwischen A� 
 A� und (A 
 A)�. Im Fall von E sind dieseVoraussetzungen erf�ullt und man erh�alt f�ur die induzierte Komultiplikation � und Koeins � aufE� bez�uglich der oben eingef�uhrten Basis die Formeln:�(tij) = nXk=1 tik 
 tkj oder kurz: �(T ) = T2�T�(tij) = �ij oder kurz: �(T ) = I:Die Bedeutung von 2� entnehme man dem vorherigen Vortrag, � ist das Kroneckersymbol undI die Einheitsmatrix. Weiterhin erh�alt man E� Links- und Rechtskomodul Strukturen auf Vdurch � lV (xi) = nXk=1 tik 
 xk; � rV (xi) = nXk=1xk 
 tki:1E-Mail: seba@tunix.mathematik.uni-stuttgart.de 1



Eine k-Koalgebra M zusammen mit einem Epimorphismus von k-Koalgebren � : E� !M nen-nen wir eineMatrix Koalgebra vom Rang n. E� selbst kann man somit als universelle oder (freie)Matrix Koalgebra vom Rang n ansehen.Matrix Koalgebren sind demnach das duale Gegenst�uck zu Unteralgebren von E. Eine besonderswichtige Sorte von Unteralgebren von E treten als Zentralisatoren C(A) := EndA(V ) von Teil-mengen A � E in Erscheinung. Dual hierzu konstruieren wir nun eine Zentralisator Koalgebra.Zu A � E setzt man dazu L(A) :=< xa� axj x 2 E; a 2 A >;wobei die spitzen Klammern das k-Modulerzeugnis bedeuten. Die Matrixspur tr : E ! k indu-ziert einen k-linearen Isomorphismus ' von E nach E�. Es gilt dann:K(A) := '(L(A))ist ein Koideal in E� und folglich M(A) := E�=K(A)eine Matrix Koalgebra. Weiterhin gibt es stets einen nat�urlichen Isomorphismus von k-AlgebrenM(A)� ' C(A)und einen nat�urlichen Homomorphismus von k-ModulnM(A)! C(A)�;der genau dann injektiv ist, wenn M(A) torsionsfrei, und immer dann surjektiv ist, wenn C(A)als k-Modul ein direkter Summand in E ist. Ist M(A) ein projektiver k-Modul, so sind all die-se Bedingungen erf�ullt und zudem ist C(A) endlich erzeugt. Man hat dann also eine induzierteStruktur als k-Koalgebra auf C(A)� und obiger nat�urlicher Homomorphismus ist ein Isomorphis-mus von k-Koalgebren. Dies zeigt, da� die Zentralisator Koalgebra M(A) mehr (innerhalb derKategorie der k-Moduln feststellbare) Information �uber A enth�alt als C(A). Im �ubrigen istM(A)genau dann projektiver k-Modul, wenn f�ur jede k-Algebra S, welche selbst ein Integrit�atsbereichist, der nat�urliche HomomorphismusS 
 EndA(V )! EndS
A(S 
 V )ein Isomorphismus ist. Der in Analogie dazu existierende nat�urliche HomomorphismusS 
M(A)!M(S 
A)ist �ubrigens stets ein Isomorphismus.3 Matrix BialgebrenMittels der nat�urlichen Isomorphismen zwischen Endk(V )�
r = E�
r und E�r := Endk(V 
r)�kann man die Tensoralgebra T (E�) := 1Mr=0E�
r ' 1Mr=0E�r2



als direkte Summe der universellen Matrix Koalgebren E�r vom Rang nr ansehen. Daraus erh�altman eine k-Bialgebren Struktur auf T (E�). Als Algebra ist T (E�) bekanntlich frei auf den Er-zeugern tij; i; j = i; : : : ; n. Als Koalgebra ist es die direkte Summe der Koalgebren E�r , d.h.� := �r2IN�r und � := �r2IN�r, wobei �r die Komultiplikation (verkn�upft mit der Inklusionvon E�r 
 E�r in T (E�) 
 T (E�) = �t2IN(�u+v=tE�u 
 E�v)) und �r die Koeins auf der univer-sellen Matrix-Koalgebra E�r ist. Dabei ist die Koalgebrenstruktur auf E�0 = k gegeben durch�0(1) = 1
 1 und �0(1) = 1.Man veri�ziert leicht, da� beide Strukturen miteinander vertr�aglch sind, also tats�achlich einegraduierte Bialgebra vorliegt. Eine k-Bialgebra M zusammen mit einem Epimorphismus vonk-Bialgebren � : T (E�)!M nennen wir eine Matrix Bialgebra vom Rang n. T (E�) selbst kannman somit als universelle oder (freie) Matrix Bialgebra vom Rang n ansehen. Ist der Kern von� homogen, so ist M eine graduierte Matrix Bialgebra deren homogene Summanden MatrixKoalgebren sind.Sei nunA := (Ar)1r=2 eine Familie von Unteralgebren Ar � Endk(V 
r), so da� (unter nat�urlichenIsomorphismen) idV 
 Ar � Ar+1 und Ar 
 idV � Ar+1 gilt, und Ar+1 als Algebra von diesenbeiden Teilmengen erzeugt wird. Eine solche Familie ist durch A2 vollst�andig bestimmt. Es istdann J(A) := 1Mr=2K(Ar)ein homogenes, von K(A2) erzeugtes Biideal in T (E�). Folglich erh�alt man eine graduierteMatrix Bialgebra M(A) := T (E�)=J(A) = 1Mr=0M(Ar);deren homogene Summanden gerade die Zentralisator Koalgebren M(Ar) der Ar sind. Darinhat man A0 :=< idk > und A1 =< idV > zu setzen. Wir nennen diese Matrix Bialgebra die(verallgemeinerte) FRT-Konstruktion zu A. Die im vorangegangenen Vortrag behandelte FRT-Konstruktion ist darin der Spezialfall, wo A2 als Algebra von einem Element �R erzeugt wird.Wir schreiben f�ur die entsprechende Familie A( �R). Mit der dortigen, bzw. der Notation aus [CP]gilt also M(A( �R)) = FR(Mn) = T (E�)=( �R(T � T )� (T � T ) �R):Ist beispielsweise in der klassischen Situation �R 2 Endk(V 
 V ) der Flip-Operator �R(v 
 w) =w 
 v, so sind die Algebren Ar gerade die Bilder der Gruppenalgebra kSr der symmetrischenGruppe Sr unter der dadurch induzierten Darstellung auf dem r-fachen Tensorprodukt V 
r vonV ((i; i + 1) 7! idV 
i�1 
 �R
 idV 
r�i�1). In diesem Beispiel berechnet man leichtK(A2) =< tijtkl � tkltijj i; j; k; l = 1; : : : ; n >und folgert M(A( �R)) = k[t11; t12; : : : ; tnn]:Dies ist gerade der Koordinatenring k[Mn(k)] des Monoidschemas der n�n-Matrizen �uber k. Diegeordneten Monome darin bilden bekanntlich eine freie Basis. Insbesondere sind die Zentralisator3



Koalgebren M(Sr) :=M(Ar) der symmetrischen Gruppen freie k-Moduln. Die dualen Algebrender M(Sr) sind gerade die Schur AlgebrenS(n; r) :=M(Sr)� ' EndSr(V 
r):In Analogie hierzu liefert der Quanten Yang Baxter Operator�RA := qXi eij 
 eji +Xi6=j eij 
 eji + (q � q�1)Xi<j eii 
 ejjeine Darstellung der Hecke Algebra Hr vom Typ A auf den r-fachen Tensorprodukten von V .Dies liefert eine als k-Modul freie Matrix Bialgebrak[Mn;q(k)] :=M(A( �RA));die man somit als Koordinatenring eines Quanten Monoidschemas Mn;q(k) interpretieren kann.Die dualen Algebren der homogenen Summanden M(Hr) sind nunmehr die q-Schur AlgebrenSq(n; r) :=M(Hr)� ' EndHr(V 
r):4 Orthogonale und symplektische MonoideF�ur die Anwendungen auf orthogonale und symplektische Gruppen betrachten wir zun�achstdie klassische Situation �uber einem algebraisch abgeschlossener K�orper K. Im Hinblick auf ei-ne polynomiale Darstellungstheorie mu� man zun�achst algebraische Monoide MOn(K) bzw.MSpn(K) �nden, welche die Rolle des Monoids Mn(K) bei der generellen linearen GruppeGLn(K) �ubernehmen. Diese Monoide treten als abgeschlossene Untermonoide des vollen Matrix-Monoids Mn(K) �uber dem K�orper K auf. Seien dazu Jo; Js 2 V 
2� eine symmetrische bzw.schiefsymmetrische nichtentartete Bilinearform. Wir �xieren nun folgende Bezeichnungen:On(K) := fg 2 GLn(K)j Jo(gv; gw) = Jo(v; w) 8v; w 2 V g;Spn(K) := fg 2 GLn(K)j Js(gv; gw) = Js(v; w) 8v; w 2 V g;MOn(K) := fg 2Mn(K)j Jo(vg; wg) = Jo(gv; gw) = mpo(g)Jo(v; w) 8v; w 2 V g;MSpn(K) := fg 2Mn(K)j Js(vg; wg) = Js(gv; gw) = mps(g)Js(v; w) 8v; w 2 V g;GOn(K) := GLn(k) \MOn(K);GSpn(K) := GLn(k) \MSpn(K):Darin sind mpo : MOn(K) ! K und mps : MSpn(K) ! K geeignete Funktionen. Sie sindnotwendigerweise regul�ar. Wir nennen MOn(K) bzw, MSpn(K) das orthogonale bzw. symplek-tische Monoid und GOn(K) bzw. GSpn(K) die Gruppe der orthogonalen bzw. symplektischen�Ahnlichkeiten.Es ist zu erwarten, da� MOn(K) bzw. MSpn(K) mit dem Zariski-Abschlu� von GOn(K) bzw.GSpn(K) inMn(K) zusammenf�allt, und tats�achlich l�a�t sich dies f�ur einen K�orper der Charak-teristik Null zeigen. In positiver Charakteristik scheint der Sachverhalt bislang nicht gekl�art zusein.Wir wenden nun die im vorigen Abschnitt betrachtete FRT-Konstruktion in einem Fall an, wo dieAlgebra A2 von zwei Operatoren �R und �E erzeugt wird. Dabei ist ersterer obiger Flip-Operatorund letzterer durch 4



�Eo = X1�i;j�n ej0i 
 eji0 im Fall der orthogonalen, und�Es = X1�i;j�n �i�jej0i 
 eji0 im Fall der symplektischen Monoidegegeben. Darin ist i0 := n�i+1 f�ur i = 1; : : : ; n. Wir schreiben wiederA( �R; �E) f�ur die zugeh�origeFamilie von Algebren. F�ur einen beliebigen Integrit�atsbereich k ist dann durchk[MOn(k)0] :=M(A( �R; �Eo)) bzw. k[MSpn(k)0] :=M(A( �R; �Es))ein Monoidschema �uber k gegeben. Es scheint bislang nicht klar zu sein ob im Fall k = ZZ dieZZ-Moduln ZZ[MOn(ZZ)0] und ZZ[MSpn(ZZ)0] frei sind, noch ob f�ur einen algebraisch abgeschlos-senen K�orper K positiver Charkteristik K[MOn(K)0] ' K[MOn(K)] bzw. K[MSpn(K)0] 'K[MSpn(K)] gilt. In Charakteristik Null kann dies wiederum best�atigt werden. Jedenfalls hatman stets einen Epimorphismus von links nach rechts, dessen Kern eventuell jedoch nilpo-tente Elemente enthalten k�onnte. Man beachte, da� man sich auf die Standardformen Jo :=Pni=1 x�i 
 x�i0 und Js :=Pmi=1 x�i 
 x�i0 � x�i0 
 x�i (mit n = 2m) beschr�anken kann. Au�erdem seibemerkt, da� zufolge der letzten Bemerkung im 2. Abschnitt K 
ZZ[MOn(ZZ)0] ' K[MOn(K)0]und K 
 ZZ[MSpn(ZZ)0] ' K[MSpn(K)0] gilt.In Analogie zum GLn(k)-Fall und den symmetrischen Gruppen Sr ist hier durch die Operatoren�R und �E eine Darstellung der Brauer Algebra BRr;x (�uber k, f�ur x = n im Fall der orthogonalenund x = �n im Fall der symplektischen Gruppen) auf den r-fachen Tensorprodukten von Vgegeben. Durch die Darstellungen der orthogonalen bzw. symplektischen Gruppen auf V 
r sindAlgebrenhomomorphismen von den Gruppenalgebren kOn(k) bzw. kSpn(k) nach EndBRr;x(V 
r)gegeben. F�ur einen K�orper der Charakteristik Null folgt aus der Arbeit von Brauer ([Br]), da�diese surjektiv sind. Falls sich dies auch in positiver Charakteristik best�atigen sollte, k�onntendie oben erw�ahnten Ungekl�artheiten ausger�aumt werden.Anwendung von Abschnitt 3 zeigt somit, da� die homogenen Summanden der graduierten Ma-trix Bialgebren k[MOn(k)0] und k[MSpn(k)0] gerade die Zentralisator Koalgebren M(BRr;x)sind. Deren duale Algebren sind mithin Kandidaten f�ur orthogonale und symplektische SchurAlgebren. Gem�a� den Ausf�uhrungen in 2 sind sie isomorph zu EndBRr;x(V 
r). Ob sie allerdingsauch in positiver Charakteristik mit den von Donkin [Do] de�nierten Schur Algebren �uberein-stimmen h�angt von der Kl�arung obiger Fragen ab.5 Quantisierung der orthogonalen und symplektischen MonoideDie Quantisierung der Koordinatenringe k[MOn(k)0] und k[MSpn(k)0] erfolgt nun in Analogiezur Quantisierung von k[Mn(k)] durch Quanten Yang-Baxter Operatoren�RB := q Xi6=m+1 eii 
 eii + q�1 Xi6=m+1 eii0 
 ei0i) + q Xi6=j;j0 eij 
 eji++(q � q�1)Xi<j(eii 
 ejj � �q�j��ieij0 
 ei0j) + e(m+1)(m+1) 
 e(m+1)(m+1) ;�RC := qXi eii 
 eii + q�1Xi eii0 
 ei0i) + q Xi6=j;j0 eij 
 eji+5



+(q � q�1)Xi<j(eii 
 ejj � q�j��i�i�jeij0 
 ei0j);�RD := qXi eii 
 eii + q�1Xi eii0 
 ei0i) + q Xi6=j;j0 eij 
 eji++(q � q�1)Xi<j(eii 
 ejj � q�j��ieij0 
 ei0j);Darin sind q; �q invertierbare Elemente in k mit �q2 = q und (�1; : : : ; �n) := (2m � 1; 2m �3; : : : ; 1; 0;�1; : : : ;�(2m � 3);�(2m � 1)); (�1; : : : ; �n) := (m;m � 1; : : : ; 1;�1; : : : ;�(m �1);�m); �i := sign(�i) und �i := �i� �i sowie n = 2m+1 im Fall B und n = 2m in den beidenanderen F�allen.F�ur einen K�orper k und (1 + q2)(1� q�n)(1 + q2�n) 6= 0 bzw. (1 + q2)(1 + q�n)(1� q�2�n) 6= 0besitzen die drei Yang-Baxter Operatoren Minimalpolynome dritten Grades:(t+ q�1)(t� q)(t� q1�n)im Fall B;D, sowie (t+ q�1)(t� q)(t+ q�1�n)im Fall C.F�ur q = 1 = �q spezialisieren alle drei zu dem Flip-Operator �R. Die FRT-KonstruktionenFRX (Mn) = M(A( �RX)) f�ur X = B;C;D spezialisieren daher f�ur q 7! 1 alle drei zu k[Mn(k)].Allerdings sind diese �uber dem lokalen Ring k = ZZ[q; q�1](q�1) (bzw. k = ZZ[�q; �q�1](�q�1) im FallB) keine freien k-Moduln. Um dies zu erreichen hat man auch die den Operatoren �Eo und �Esentspechenden Quanten Operatoren heranzuziehen:�EB := X1�i;j�n �q�j��ieij0 
 ei0j ; �ED := X1�i;j�n q�j��ieij0 
 ei0j:�EC := X1�i;j�n q�j��i�i�jeij0 
 ei0j ;In Analogie zum vorigen Paragraphen betrachtet man dann die Matrix Bialgebrenk[MOn;q(k)0] := M(A( �RB ; �EB)) f�ur ungerades nk[MOn;q(k)0] := M(A( �RD; �ED)) f�ur gerades nk[MSpn;q(k)0] := M(A( �RC ; �EC)) f�ur gerades nDie Bezeichnungen sind dadurch gerechtfertigt, da� diese Bialgebren als Moduln �uber den obenbetrachteten lokalen Ringen frei sind, und sich bei Spezialisierung q 7! 1 gerade k[MOn(k)0]bzw. k[MSpn(k)0] ergibt. Ist q2 � 1 invertierbar in k so gilt�EX = (q � q�1)�1( �R�1X � �RX) + idV 
2f�ur X = B;C;D und es folgt M(A( �RX ; �EX)) = M(A( �RX)). Hierin �au�ert sich ein bemer-kenswerter Unterschied zwischen der quantisierten und der klassischen Situation. W�ahrend imletzteren Fall, die Relationen, welche f�ur die Kommutativit�at der Koordinatefunktionen sorgen,unabh�angig von denjenigen sind, welche die Invarianz der Bilinearform erzwingen, sind im er-steren Fall diese beiden Sorten von Relationen aneinander gekoppelt. Hiermit scheinen auch6



die Schwierigkeiten zusammen zuh�angen, orthogonale und symplektische Quantengruppen alsUntergruppen einer generellen linearen Quantengruppe aufzufassen ([T1]).Als invariante Bilinearform in (V 
 V )� ' V � 
 V � hat manJB := nXi=1 �q��ix�i 
 x�i0 ; JC := nXi=1 �iq��ix�i 
 x�i0 ; JD := nXi=1 q��ix�i 
 x�i0zu betrachten. Dual dazu gibt es invariante 2-fach Tensoren in V 
2J 0B := nXi=1 �q��ixi 
 xi0 ; J 0C := nXi=1 �iq��ixi 
 xi0 ; J 0D := nXi=1 q��ixi 
 xi0Es gilt dann �EX(v 
 w) = JX(v 
 w)J 0X f�ur X = B;D bzw. �EC(v 
 w) = �JC(v 
 w)J 0C .Die Rolle der Brauer Algebra BRr;x wird hier durch die Birman-Murakami-Wenzl AlgebraBMWr;q;x f�ur x = [n� 1]q + 1 im Fall der orthogonalen und x = [�n� 1]q +1 im Fall der sym-plektischen Gruppen �ubernommen (mit [n]q wird das q-Analog einer ganzen Zahl n bezeichnet).Wie schon bei der Brauer Algebra soll auch hier auf eine n�ahere Betrachtung dieser Algebrenverzichtet werden. Es sei nur darauf hingewiesen, da� sie in der Literatur (z.B. [BW], [CP]) inder Regel f�ur invertierbares q2� 1 de�niert werden. Die Brauer Algebren BRr;x treten dann alsLimes f�ur q ! 1 auf. Diesem Umstand begegnet man, in dem man die Birman-Murakami-WenzlAlgebren �uber dem Ring ZZ[x; q; q�1; z; z�1]=(z2 + (q2 � 1)(x� 1)z � q2) betrachtet. Die BrauerAlgebren erh�alt man dann durch Spezialisierung q 7! 1.In Analogie zur Schlu�bemerkung in Abschnitt 4 folgt, da� die homogenen Summanden der gra-duierten Matrix Bialgebren k[MOn;q(k)0] und k[MSpn;q(k)0] gerade die Zentralisator KoalgebrenM(BMWr;q;x) sind. Deren duale Algebren sind mithin Kandidaten f�ur orthogonale und symplek-tische q-Schur Algebren. Gem�a� den Ausf�uhrungen in 2 sind sie isomorph zu EndBMWr;q;x(V 
r).6 Von Quantenmonoiden zu QuantengruppenEs soll nun noch in aller K�urze aufgezeigt werden, wie man Quantengruppen als o�ene bzw.abgeschlossene Untermonoide der oben eingef�uhrten Quantenmonoide gewinnt. Eine besondereRolle spielen dabei gruppen�ahnliche Elemente in den Matrix Bialgebren k[Mn;q(k)]; k[MOn;q(k)0]und k[MSpn;q(k)0]. Die Vorgehensweise, wie sie im ersten Fall angewandt wird, wurde bereitsim Vortrag von Robert Boltje in allgemeiner Formulierung besprochen. In diesem Fall ist dasgruppen�ahnliche Element dieQuantendeterminante qdet. Im Fall der orthogonalen und symplek-tischen Gruppen betrachtet man die q-Analoge qmpo und qmps zu den Funktionen mpo und mps.Gruppen�ahnliche Elemente einer Bialgebra sind solche, f�ur die �(x) = x
 x und �(x) = 1 gilt.Die De�nition zeigt sofort, da� f�ur gruppen�ahnliche Elemente x der k-lineare Aufspann von xein eindimensionaler Unterkomodul des links- und des rechtsregul�aren Komoduls ist. Umgekehrtf�uhrt jeder eindimensionale rechts (bzw. links) KomodulW =< w > durch �W (w) = w
x (bzw.�W (w) = x
 w ) zu einem gruppen�ahnlichen Element x.Wie im vorherigen Vortrag aufgezeigt, kommt die Quantendeterminante von dem eindimensio-nalen Komodul �nRA;q. Die Resultate dieses Vortrags sind anwendbar, da RA die Frobenius-Hecke Bedingungen erf�ullt. Wie die Minimalpolynome der Yang-Baxter Operatoren RX f�urX = B;C;D zeigen, erf�ullen diese jedoch nicht die Hecke-Bedingung. Es sei hier nur bemerkt,da� man dennoch auch in diesen F�allen eine symmetrische und �au�ere Algebra de�nieren kann7



(siehe [H2]). Diese sind zwar auch Deformationen der klassischen symmetrischen und �au�erenAlgebra, doch unterscheiden sich die Relationen von denen im Fall Mn;q(k).Explizit schreiben sich die Elemente qdet; qmpo und qmps wie folgt:qdet = Pw2Sn(�q)�l(w)t1w(1)t2w(2) : : : tnw(n)qmpo = Pni=1 �q��it1i 
 tni0 f�ur ungerades n;qmpo = Pni=1 q��it1i 
 tni0 f�ur gerades n;qmps = Pni=1 �iq��it1i 
 tni0 :Darin ist l(w) die L�ange der Permutation w. Die Elemente qmpo und qmps kommen nat�urlichvon den eindimensionalen, von J 0X (X = B;D;C) erzeugten Unterkomoduln von V 
2. In allenF�allen sind die betrachteten Elemente zentral in der jeweiligen Bialgebra. Es sei jedoch bemerkt,da� f�ur die Multiparameterversionen der Quanten Yang-Baxter Operatoren �RX und die dazugeh�origen multiparametrischen Matrix-Bialgebren dies nicht mehr erf�ullt ist. Es sind jedochstets die schon im letzten Vortrag erw�ahnten Ore Bedingungen erf�ullt, auf Grund derer anden Elementen qdet; qmpo und qmps lokalisiert werden kann. Z.B. hat man bei der in [DD]betrachteten Spezialisierung der multiparametrischen QuantenGLn die Vertauschungsrelationentijqdet = q2(i�j)qdettij :Man kann nun folgende Quanten Koordinatenringe de�nieren:k[GLn;q(k)] := k[Mn;q(k)]qdetk[GOn;q(k)0] := k[MOn;q(k)0]qmpok[GSpn;q(k)0] := k[MSpn;q(k)0]qmpsk[SLn;q(k)] := k[Mn;q(k)]=(qdet � 1)k[On;q(k)0] := k[MOn;q(k)0]=(qmpo � 1)k[Spn;q(k)0] := k[MSpn;q(k)0]=(qmps � 1)k[SOn;q(k)0] := k[MOn;q(k)0]=(qmpo � 1; qdet � 1)In den ersten drei F�allen erh�alt man o�ene, in den �ubrigen vier F�allen abgeschlossene Untermo-noide. Im Hinblick auf die Multiparameterversionen ist die Konstruktion der abgeschlossenenGruppen nur unter gewissen Einschr�ankungen der Parametermenge m�oglich und zwar unter sol-chen, f�ur die qdet; qmpo und qmps zentral sind (siehe [H2]).Der Strich im Fall der orthogonalen und symplektischen Gruppen und �Ahnlichkeitsgruppen sollwiederum an die im 4. Abschnitt angesprochene Unsicherheit im Bezug auf positive Charakte-ristik andeuten. Enth�alt k den K�orper der rationalen Zahlen, so kann der Strich weggelassenwerden. In diesem Fall handelt es sich dann auch um Deformationen der Koordinatenringe derentsprechenden klassischen Gruppen. Andernfalls verbleiben auch hier Unsicherheiten (siehe[H1], S.79).Literatur[AST] Artin, M., Schelter, W., Tate, J.: Quantum Deformations of GLn. Comm. Pure Appl.Math. 44 (1991), 879-95 8
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