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Vorwort
Als Erster besch�aftigte sich E. Kummer [14] im Jahr 1865 mit algebraischenFl�achen vierter Ordnung im dreidimensionalen projektiven Raum, welche dieEigenschaft besitzen, da� es zu ihnen eine einparametrige Familie von Kegel-schnitten gibt, deren s�amtliche Elemente in der Fl�ache enthalten sind. Es folg-ten Abhandlungen von C.M. Jessop [12] (1916) und W.F. Meyer [15] (1921-34).Abgesehen von etlichen Erg�anzungen werden hier die Betrachtungen der erst-genannten Arbeit wiedergegeben. Sowohl in Bezug auf die Resultate, als auchhinsichtlich der Argumentation bleiben in allen drei Arbeiten zum Teil wesent-liche Fragen o�en. Beispielsweise erf�ahrt man dort nicht, ob die angegebenenTypen von Fl�achen auch tats�achlich alle in Frage stehenden umfassen. Um soerstaunlicher ist es, da� unter den von Kummer angegebenen Fl�achen nur zweiTypen der fraglichen Quartiken fehlen (wie sich hier herausstellen wird), derenerster in der Abhandlung von Meyer, der zweite hingegen in der von Jessophinzugef�ugt wird und die hier mit (j1) bzw. (j2) bezeichnet werden.Die Schwierigkeiten beim Lesen der damaligen Arbeiten entstehen insbesonde-re durch die Verwendung einiger Begri�e in wechselnden Bedeutungen, aberauch dadurch, da� bei anstehenden Fallunterscheidungen h�au�g nur ein soge-nannter `allgemeiner' oder `bemerkenswerter' Fall behandelt wird. Der Leserbleibt dann in der F�ulle der zwar `uninteressanteren', aber daf�ur oft schwie-rigeren F�alle, alleine zur�uck. Von der unpr�azisen Begri�sverwendung ist hierbesonders die im Fall des Wortes Kegelschnitt bedeutsam. Generell wurden dar-unter wohl eindimensionale Zykel vom Grad zwei verstanden (entsprechend derhier verwendeten De�nition in Paragraph 2.1). H�au�g wird der Begri� jedochals Synonym f�ur eine irreduzible eindimensionale Variet�at (Kurve) vom Gradzwei gebraucht. Das ist nat�urlich kein Wunder, da die Notwendigkeit, begri�ichzwischen Variet�aten und Zykeln zu unterscheiden, damals noch nicht eingese-hen wurde. Es wird nicht einmal klar, ob Kummers Zielsetzung in [14] von derersten oder der zweiten Interpretation des Wortes Kegelschnitt ausgeht. Sei-ne Bemerkung, wonach alle Regel
�achen vierter Ordnung eine einparametrigeFamilie von Kegelschnitten tragen (S.76), legt die erste Au�assung nahe. Al-lerdings ist dann fraglich, warum er nicht zu dem Satz gelangt, da� zu allenQuartiken mit einer Kurve singul�arer Punkte stets eine solche Familie existiert(vgl. Zusammenfassung der vorliegenden Arbeit). Au�erdem geht er in seiner1



Argumentation stets von vier verschiedenen Singularit�aten der Schnittkurvenzwischen der Fl�ache und denjenigen Ebenen, welche die Kegelschnitte der Fami-lie enthalten (hier Tr�agerebenen genannt) aus, woraus man schliessen kann, da�er hierbei an zwei irreduzible Kurven zweiter Ordnung gedacht haben mu�, diesich nicht ber�uhren. Wie dem auch sei, in der vorliegenden Abhandlung sollenKegelschnitte jedenfalls stets in der zuletzt genannten Weise, also als irredu-zible Kurven, aufgefa�t werden. Daher sind die Regel
�achen hier ausf�uhrlicherzu untersuchen als von Kummer. In Paragraph 2.5 werden zu diesem Zweck dietheoretischen Hilfsmittel bereitgestellt. Es stellt sich dann tats�achlich heraus,da� etliche Typen von Regel
�achen �uberhaupt keine Kegelschnitte enthalten(was im Fall der Kegel nat�urlich einfach einzusehen ist).Die heikelste, bei Kummer, Jessop und Meyer o�engebliebene Frage, lie� sichnach langem Bem�uhen schlie�lich auf relativ einfache Weise mit Hilfe der Vorbe-reitungen aus Paragraph 2.4 l�osen. Es handelt sich um Folgendes: Da Kummer inseiner Argumentation stets vier Singularit�aten auf den Schnittkurven zwischenTr�agerebenen und Quartik (s.o.) annimmt, gelangt er auch stets zu Fl�achen,die eine Kurve singul�arer Punkte enthalten. Die beil�au�ge Entdeckung vonFl�achen des Interessenbereichs mit nur isolierten Singularit�aten ([15, S.1572],[12, S.134]) (hier: Typ (j1) und (j2)), h�atte Meyer und Jessop eigentlich stut-zig machen m�ussen, denn hier haben alle Schnittkurven nur zwei bzw. einensingul�aren Punkt. Nimmt man die F�alle, wo es stets nur ein bzw. zwei Singu-larit�aten auf den Schnittkurven gibt, in die Untersuchung auf, so ist zun�achstnicht klar, warum es sich bei diesen auch gleichzeitig um Singularit�aten derFl�ache handeln mu�. Es ist n�amlich durchaus in Betracht zu ziehen, da� dieSingularit�aten durch eine Ber�uhrung der Tr�agerebenen verursacht werden, soda� sogar singularit�atenfreie Fl�achen vierter Ordnung mit einparametriger Ke-gelschnittfamilie denkbar w�aren. M�oglicherweise waren den Autoren Kummer,Jessop und Meyer die Fakten, welche diese Annahme widerlegen und hier in Pa-ragraph 2.4 erarbeitet werden, intuitiv oder aus Erfahrung so o�ensichtlich, da�nicht einmal diese Annahme zu Papier gebracht wurde. Die L�ucke wird hier inParagraph 3.1 geschlossen, wodurch eine vollst�andige Klassi�kation aller Quar-tiken des Interessenbereichs erreicht wird. Dar�uberhinaus ist es sogar in denmeisten F�allen m�oglich, s�amtliche Kegelschnitte auf der Fl�ache zu ermitteln.Besonders n�utzlich ist dabei die Untersuchungsmethode von C. Segre ([18]), diein Paragraph 3.4 erl�autert wird.Wie in der damaligen Zeit �ublich, arbeiteten Kummer, Jessop und Meyer �uberdem K�orper der komplexen Zahlen. Diese Vorgabe konnte hier zu einem alge-braisch abgeschlossenen K�orper der Charakteristik Null abgeschw�acht werden.Die Ersetzung der klassischerweise �ublichen transzendenten Argumentations-methoden durch algebraische ist weitgehend durch die moderne AlgebraischeGeometrie vollzogen worden. H�au�g mu� man hierzu einen aufwendigen alge-braischen Begri�sapparat verwenden. Nicht nur, um den Umfang der Arbeit in2



Grenzen zu halten, sondern auch um der Ausarbeitung einen mehr geometri-schen als algebraischen Charakter zu verleihen, sind daher die grundlegendenS�atze der modernen Theorie lediglich unter Verweis auf Literatur in Kapitel1 angegeben. Die Voraussetzung �uber die K�orpercharakteristik geht prim�ar inden S�atzen 1.4.1, 1.6.2 aber auch in Lemma 2.1.2 und Satz 2.6.1 ein.Ein wesentliches Hilfsmittel der Geometer des letzen Jahrhunderts bestand inder Betrachtung von `Reziproken Fl�achen' oder | wie man heute sagt | Dua-len Variet�aten. Diese geometrisch naheliegenden Objekte �nden in der moder-nen Behandlung der Algebraischen Geometrie nur z�ogernd Beachtung. F�ur vie-le �Uberlegungen dieser Arbeit sind sie jedoch unentbehrlich. Die wesentlichendiesbez�uglichen Sachverhalte sind den Arbeiten [13] und [11] entnommen undwurden in Paragraph 1.6 angegeben. In diesem Zusammenhang ist auch aufdie durchgehend verwendete Bezeichnungsweise f�ur Teilmengen des DualraumsIPn_ , die stets mit einem _ oben indiziert werden, hinzuweisen. Falls es sichbei der Teilmenge um eine projektive Variet�at handelt, kann man sie als dualeVariet�at einer projektiven Variet�at des IPn ansehen und wir werden letzterestillschweigend durch das gleiche Symbol jedoch ohne _ bezeichnen.Der Begri� der Familie von Kurven oder stetigen Kurvenschar, wie es damalsoft hie�, ist auf klassische Weise ebenfalls di�erentialgeometrisch gefa�t worden.Die moderne Algebraische Geometrie hat als Ersatz den Begri� der algebrai-schen Familie von Variet�aten (aber auch andere) zur Verf�ugung. Von beson-derem Interesse sind unter diesen speziell lineare Kurven{Systeme. Was �uberdiese Begri�e f�ur die hiesigen Zwecke auf theoretischer Ebene darzulegen ist,�ndet man in den Paragraphen 2.2 und 2.3. Zuvor werden die Chow{Variet�atenbehandelt, die gewisserma�en universelle Parametervariet�aten f�ur algebraischeFamilien von Variet�aten darstellen. Einparametrige algebraische Familien vonKegelschnitten des IP3 entsprechen damit Kurven auf der achtdimensionalenChow{Variet�at C1;2(IP3)irr , deren Punkte in eineindeutiger Weise zu den Ke-gelschnitten des IP3 geh�oren (�ahnlich wie die Punkte der Pl�uckerquadrik zu denGeraden).Die Ergebnisse der Klassi�kation sind in Kapitel 4 zusammengefa�t, wo auchGleichungsdarstellungen f�ur die betre�enden Fl�achen zu �nden sind.Zum Gelingen dieser Arbeit m�ochte ich mich recht herzlich bei all denen be-danken, die dazu beigetragen haben. Dabei ist zun�achst Prof. Dr. W. Degen zunennen, dem mein Dank f�ur die interessante Aufgabenstellung, sowie f�ur Hilfe-stellungen bei der Bew�altigung der Kernfragen gilt. Dr. M. Oehler unterst�utztemich durch Anregungen nach der Durchsicht des Manuscripts. Mit Verst�and-nisfragen schema{ und garbentheoretischer Natur konnte ich mich freundlicher-weise auch an Prof. P. Slodowy wenden. Nicht zuletzt gilt mein Dank all jenenKommilitonen, die dazu beigetragen haben, da� meine Arbeit nun in leserlicher3



Form vorliegt. Insbesondere m�ochte ich dabei Hartmut Holzwart nennen, dermir mit viel Geduld bei der Korrektur der Arbeit geholfen hat.Hiermit erkl�are ich, da� ich die Arbeit selbst�andig und nur mit den angegebenenHilfsmitteln angefertigt habe und da� alle Stellen, die im Wortlaut oder demSinn nach anderen Werken entnommen sind, durch Angabe der Quellen alsEntlehnungen kenntlich gemacht worden sind.
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Kapitel 1Grundbegri�e
Um mit den verwendeten Notationen und Generalvoraussetzungen vertraut zumachen, wird ein kurzer Blick auf die fundamentalen Begri�e der algebraischenGeometrie geworfen.1.1 Variet�atenDie hier betrachteten geometrischen Objekte sind stets als eingebettet in einenn{dimensionalen projektiven Raum IPnk �uber einem algebraisch abgeschlossenenK�orper k der Charakteristik Null aufzufassen. Der K�orper k ist durchgehendfest gew�ahlt, so da� er in der Regel wieder aus der Bezeichnung entfernt wird.Zur Vermeidung von Umst�andlichkeiten werden Punkte x 2 IPn und Koor-dinatenvektoren x = (x0; : : : ; xn) durch gleiche Symbole geschrieben. In Ka-pitel 3 werden wir das zugrunde liegende Koordinatensystem h�au�g wechseln.Ein solches ist durch n + 1 linear unabh�angige Punkte (Grundpunkte des Ko-ordinatensystems oder kurz: Koordinatengrundpunkte), welche wir stets durchA0; : : : ; An bezeichnen, zuz�uglich eines weiteren, von keinen n der A0; : : : ; Anlinear abh�angigen Punktes, den wir Normierungspunkt des Koordinatensystemsnennen, festgelegt. Die Punkte A0; : : : ; An besitzen die Einheitsvektoren als Ko-ordinatenvektoren.Ist T � k[x0; : : : ; xn] eine Menge homogener Polynome in x , so bezeichnen wirdie Nullstellenmenge von T durchV (T ) := fx 2 IPn j f(x) = 0 8f 2 Tg(f�ur T = ffg auch kurz: V (f)). Ist umgekehrt X � IPn , so erzeugt die MengeT := ff 2 k[x0; : : : ; xn] j f homogen ^ f(x) = 0 8x 2 Xg6



ein Ideal, welches mit I(X) bezeichnet wird und welches homogen ist, d.h.I(X) enth�alt mit jedem Polynom f alle homogenen Bestandteile desselben. Wirnennen I(X) homogenes Ideal von X .Die R�aume IPn sind mit einer Topologie, der Zariski-Topologie, ausgestattet,deren abgeschlossene Mengen gerade solche der Form V (T ) f�ur eine MengeT � k[x0; : : : ; xn] homogener Polynome sind. Wenn nicht ausdr�ucklich etwasanderes vermerkt wird, sind alle topologischen Begri�e bez�uglich der Zariski-Topologie aufzufassen.De�nition (Variet�at): Eine nichtleere Teilmenge X � IPn , versehen mit derSpurtopologie der Zariski-Topologie hei�t eine Variet�at genau dann, wenn Xo�en in X (Abschlu� von X in IPn ) ist. In den F�allen, wo a) X = X , b)X =XnH (mit einer Hyperebene H � IPn ) oder c)X � XnH gilt, hei�t X aucha)projektive, b)a�ne oder c)quasia�ne Variet�at.Die De�nition richtet sich nach Shafarevich [21] und unterscheidet sich von derbei Hartshorne [10] gegebenen durch den Verzicht auf die Irreduzibilit�at von X .Ein topologischer Raum hei�t irreduzibel wenn aus jeder Zerlegung X = X1[X2mit abgeschlossenen Mengen X1; X2 � X X1 = X oder X2 = X folgt, oder| �aquivalent | wenn jede o�ene nichtleere Teilmenge von X dicht in X liegt.Andernfalls hei�t X reduzibel .Die Eigenschaft von k[x0; : : : ; xn] , ein noetherscher Ring zu sein, liefert zu jederVariet�at X eine eindeutige Zerlegung in abgeschlossene irreduzible Komponen-ten X = X1 [ : : : [Xr (r 2 IN), in der f�ur i; j 2 f1; : : : ; rg und i 6= j Xi 6� Xjgilt ([10, S.5]).Als Dimension ( dim X ) einer irreduziblen Variet�at X bezeichnet man dieeindeutig bestimmte Maximalzahl von abgeschlossenen irreduziblen Unterva-riet�aten, die eine beliebige Kette X = Xr � Xr�1 � : : : � X1 � X0 mitXr 6= : : : 6= X0 erreichen kann. Die Dimension einer beliebigen Variet�at X istdas Maximum der Dimensionen ihrer irreduziblen Komponenten. Besitzen alleKomponenten dieselbe Dimension, so spricht man von reiner Dimension. Ein-dimensionale Variet�aten werden als Kurven, zweidimensionale als Fl�achen und(n� 1){dimensionale als Hyper
�achen bezeichnet.Satz 1.1.1. Sei f ein homogenes Polynom, das auf der irreduziblen projekti-ven Variet�at X nicht verschwindet. Dann ist X \ V (f) von reiner Dimensiondim X � 1 .Beweis. [21, S. 57, Theorem 4 u. S.58, Theorem 5].
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Satz 1.1.2. Seien X; Y � IPn Variet�aten mit dim X = l; dim Y = m; l +m � n und X \ Y 6= ; . Dann ist Z := X \ Y eine Variet�at, f�ur derenZerlegung in irreduzible Komponenten Z = Z1 [ : : : [ Zr dim Zi � m + l � nf�ur i = 1; : : : ; r gilt. Sind weiterhin X; Y projektiv und ist Y Nullstellenmengen�m homogener Polynome, so gilt stets X \ Y 6= ; .Beweis. [21, S. 60, Theorem 6] und mehrfache Anwendung von Satz 1.1.1.Mit den irreduziblen Variet�aten sind auch gewisse algebraische Objekte ver-bunden. Wegen der Irreduzibilit�at von X ist I(X) ein Primideal, so da� derhomogene Koordinatenring S[X] := k[x0; : : : ; xn]=I(X) ein Integrit�atsbereichist. Wegen der Homogenit�at von I(X) �ubertr�agt sich die graduierte Strukturvon k[x0; : : : ; xn] auf S[X] . Die Elemente vom Grad Null im Quotientenk�orpervon S[X] bilden einen Unterk�orper, welcher K�orper der rationalen Funktionenauf X hei�t und mit K(X) bezeichnet wird. Die Elemente von K(X) sind alsodurch einen Quotienten zweier homogener Polynome g; h 2 k[x0; : : : ; xn] vongleichem Grad gegeben wobei zwei Paare g=h; g0=h0 genau dann zu identi�zierensind, wenn gh0 � g0h 2 I(X) ist.Ist U � X o�en und nichtleer, so bildet die Menge aller g=h 2 K(X) mit h 6= 0auf U einen Unterring von K(X) , welcher mit O(U) bezeichnet wird und Ringder regul�aren Funktionen auf U genannt wird. F�ur x 2 U ist Ox(U) � O(U) ,der Ring aller g=h 2 K(X) mit h(x) 6= 0, ein lokaler Ring mit maximalemIdeal mx , das alle Elemente g=h 2 Ox(U) mit g(x) = 0 umfa�t.1.2 Regul�are AbbildungenNun wenden wir uns den Morphismen aus der Kategorie der Variet�aten, denregul�aren Abbildungen zu.De�nition: Eine Abbildung ' : X ! Y von Variet�aten X � IPn; Y � IPmhei�t regul�ar genau dann, wenn zu jedem x 2 X ein o�enes U � X mitx 2 U und homogene Polynome f0; : : : ; fm 2 k[x0; : : : ; xn] von gleichem Gradd existieren, so da� f�ur alle z 2 U'(z) = (f0(z); : : : ; fm(z))gilt (notwendigerweise ist dann U \ V (ff0; : : : ; fmg) = ;).H�au�ger Gebrauch wird von folgenden fundamentalen Eigenschaften regul�arerAbbildungen gemacht. 8



Satz 1.2.1. Sei ' : X ! Y eine regul�are Abbildung. Dann gilt:(a) ' ist stetig (bez�uglich der Zariski{Topologien).(b) X irreduzibel ) '(X) irreduzibel.(c) Es gibt eine nichtleere Menge U � '(X) , die o�en in '(X) ist.(d) X projektiv ) '(X) abgeschlossen.Beweis. a) F�ur eine abgeschlossene Teilmenge ~Y := V (T ) \ Y von Y folgtmit S := ff 2 k[x0; : : : ; xn] j f = g(f0; : : : ; fm) g 2 Tg wegen '�1( ~Y ) \ U =V (S)\U die Abgeschlossenheit von '�1( ~Y ) lokal um jeden Punkt x 2 X , alsoist '�1( ~Y ) abgeschlossen.b) Angenommen es gelte '(X) = Y1[Y2 mit in '(X) abgeschlossenen Y1; Y2 6=; und Y1; Y2 6= '(X). Dann ist '�1(Y1) =: X1; '�1(Y2) =: X2 6= X , da'('�1(Yi)) bestimmt von '(X) f�ur i = 1; 2 verschieden ist. Nach Teil a) sindX1; X2 abgeschlossen. Wegen X = X1 [X2 erh�alt man einen Widerspruch zurIrreduzibilit�at von X.c) [21, S.50 Theorem 6].d) [21, S.45 Theorem 2].Aus a) folgt insbesondere, da� '�1(y) f�ur alle y 2 Y abgeschlossen in X ist.Zur Dimensionsberechnung von Variet�aten ist h�au�g folgender Satz n�utzlich:Satz 1.2.2. Sei ' : X ! Y eine regul�are Abbildung irreduzibler Variet�aten'(X) = Y; dim X = l; dim Y = m . Dann folgt m � l und(a) dim '�1(y) � l �m f�ur alle y 2 Y .(b) Es gibt eine nichtleere o�ene Teilmenge U � Y mit dim '�1(y) = l �mf�ur alle y 2 U .(c) F�ur r 2 IN ist die Menge Yr := fy 2 Y j dim '�1(y) � rg abgeschlossenin Y .Beweis. [21, S.60 Theorem 7 und Corollary].Satz 1.2.3. Sei ' : X ! Y eine regul�are Abbildung projektiver Variet�atenmit irreduziblem Y = '(X) . Alle Fasern '�1(y) (y 2 Y ) seien irreduzibel undvon derselben Dimension ( dim '�1(y) = dim '�1(~y) f�ur je zwei y; ~y 2 Y ).Dann ist auch X irreduzibel.Beweis. [21, S.61 Theorem 8].
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1.3 Produkte von Variet�atenDas Produkt zweier projektiver R�aume IPn , IPm wird als eine projektive Un-tervariet�at IPn � IPm � IP(n+1)(m+1)�1 , der sogenannten Segre{Variet�at erkl�art.Durch x� y := (x0y0; : : : ; x0ym; x1y0; : : : ; x1ym; : : : ; xny0; : : : ; xnym)wird unabh�angig von der Wahl der Koordinatenvektoren von x und y ein Punktx�y 2 IP(n+1)(m+1)�1 de�niert. Die (algebraische) Determinantenbedingung f�urrang0BB@ x0y0 : : : x0ym... ...xny0 : : : xnym 1CCA = 1ergibt die Gleichungen von IPn � IPm (vgl. [21, S.43]).Jede projektive Untervariet�at Z � IPn � IPm ist durch ein System von Polyno-men aus k[x0; : : : ; xn; y0; : : : ; ym] gegeben, welche homogen sowohl bez�uglich xals auch bez�uglich y sind ([21, S.44]).Sind X � IPn; Y � IPm abgeschlossen, dann gilt dies o�enbar auch f�ur X � Yin IPn � IPm , da etwa die homogenen Polynome aus k[x0; : : : ; xn] auch ink[x0; : : : ; xn; y0; : : : ; ym] liegen und homogen bez�uglich x sind. Wegen (XnX1)�(Y nY1) = X � Y n(X1 � Y [X � Y1) ist daher das Produkt X � Y beliebigerVariet�aten X und Y wieder eine solche. Rekursiv ist nun auch das Produktmehrerer Variet�aten X1 � : : : � Xr (r 2 IN) de�niert. Die Projektionsabbil-dungen prXi : X1 � : : :�Xr ! Xi f�ur i = 1; : : : ; r sind stets regul�ar, wie manleicht sieht.Satz 1.3.1. Es gilt:(a) X; Y projektiv ) X � Y projektiv.(b) X; Y irreduzibel ) X � Y irreduzibel.(c) dim (X � Y ) = dim X + dim Y .Beweis. a) Siehe oben.b) Wende Satz 1.2.3 auf X � Y und prX an.c) [21, S.54 Ex.4].Satz 1.3.2. Sei X � IPn1 � : : : � IPnr eine projektive Untervariet�at von derreinen Dimension dim X = n1 + : : : + nr � 1 . Dann gibt es ein Polynom f 2k[x10; : : : ; x1n1 ; x20; : : : ; x2n2 ; : : : ; xr0; : : : ; xrnr ] , welches homogen bez�uglich s�amtlicherFaktorr�aume IPni (i = 1; : : : ; r) ist und dessen Nullstellenmenge X ist. Bis auf10



einen skalaren Faktor ist f eindeutig bestimmt (falls man es ohne mehrfacheFaktoren voraussetzt). Umgekehrt besitzt die Nullstellenmege eines einzelnensolchen Polynoms stets reine Dimension n1+: : :+nr�1 (d.h. alle Komponentenbesitzen diese Dimension).Beweis. [21, S.56, Theorem 3'] und Satz 1.1.1.
1.4 Der TangentialraumSei x 2 X ein festgew�ahlter Punkt auf der Variet�at X . Der TangentialraumTxX in x an X ist auf abstrakte Weise als dualer Vektoraum zu mx=m2xde�niert, wobei mx � Ox(X) das maximale Ideal ist. In dieser Arbeit sollTxX aber stets den eingebetteten projektiv abgeschlossenen Tangentialraum inx an X bezeichnen. Ist ff1; : : : ; frg eine Basis des homogenen Ideals I(X) , sobesitzt TxX eine GleichungsdarstellungTxX = V (fg1; : : : ; grg);wobei g1; : : : ; gr 2 k[y0; : : : ; yn] die linearen homogenen Formengi(y) = nXj=0 @fi@xj (x)yjsind und @fi@xj die formalen partiellen Ableitungen von fi nach xj bezeichnen.TxX ist ein linearer Unterraum von IPn mit dim TxX � dim X . Als singul�arePunkte von X bezeichnet man diejenigen der MengeSingX := fx 2 Xj dim TxX > dimXg:SingX hei�t singul�arer Ort von X und ist abgeschlossen in X , da es durch die(algebraische) Determinantenbedingung f�urrang0BB@ @f1@x0 : : : @f1@xn... ...@fr@x0 : : : @fr@xn 1CCA � n� dim X � 1gegeben ist. Die nichtleere o�ene Menge der regul�aren Punkte ist also eine Un-tervariet�at, die wir mit Xsm := XnSingX(sm steht f�ur 'smooth') bezeichnen. 11



Ist ' : X ! Y eine regul�are Abbildung x 2 X und '(x) =: y 2 Y , so induziert' eine projektive Abbildung Tx' : TxX ! TyY ;welche Di�erential von ' in x genannt wird (fa�t man TxX als (mx=m2x)� auf,so ist Tx' eine lineare Abbildung).Ist U � X o�en und x 2 U , so da� mit den homogenen Formen gi glei-chen Grades '(z) = (g0(z); : : : ; gm(z)) f�ur alle z 2 U gilt, so besitzt Tx' dieAbbildungsmatrix M := 0BB@ @g1@x0 : : : @g1@xn... ...@gm@x0 : : : @gm@xn 1CCA (x)(d.h. Tx'(z) =Mz ).Eine regul�are Abbildung ' : X ! Y mit '(X) = Y bezeichnet man alsallgemein glatt, wenn es eine nichtleere o�ene Teilmenge X0 � X gibt, so da�Tx' surjektiv f�ur jedes x 2 X0 ist.Satz 1.4.1. Ist die Charakteristik des K�orpers k gleich Null (was hier stetsvorausgesetzt ist), dann ist jede regul�are Abbildung ' : X ! Y mit '(X) = Yallgemein glatt.Beweis. [10, S.272, Corollary 10.7] (beachte auch die dortige Proposition 10.4S.270).
1.5 Tangentenkegel und VielfachheitenSei X � IPn eine Variet�at und x 2 X . Wir de�nieren den Tangentenkegel inx an X auf analytische Weise. Sei das Koordinatensystem in IPn so gew�ahlt,da� x = (1; 0; : : : ; 0) ist. Schreibt man ein homogenes Polynom f 2 I(X) inder Form f = xm0 fd�m + xm�10 fd�m+1 + : : :+ x0fd�1 + fd (1.1)wobei d = deg f , m < d und fi 2 k[x1; : : : ; xn] homogen vom Grad i ist, soist die Variet�at TCxX := V (T ) , worin T die Menge aller Polynome fd�m (zuf 2 I(X) gem�a� Gleichung (1.1)) ist, ein Kegel, den wir den Tangentenkegel inx an X nennen. Es gilt dann TCxX � TxX und TCxX = TxX , falls x regul�arist. Ist X speziell eine Hyper
�ache (X = V (f)), dann gilt TCxX = V (fd�m)(vgl. hierzu [21, S.79]). 12



F�ur eine Hyper
�ache X = V (f) und x 2 IPn de�nieren wir die Vielfachheit�x(X) als diejenige nat�urliche Zahl s =: �x(X) , f�ur die8r < s 8(i1; : : : ; ir) 2 (0; : : : ; n)r @rf@xi1 : : : @xir (x) = 0 ^9(i1; : : : ; is) 2 (0; : : : ; n)s @sf@xi1 : : : @xis (x) 6= 0 (1.2)gilt. W�ahlt man Koordinaten wie oben und schreibt f in der Form (1.1), so gilt�x(X) = d�m . Das ergibtx 2 X , �x(X) � 1 ^ x 2 SingX , �x(X) � 2:Nach Gleichung (1.2) ist die Menge aller x 2 X mit �x(X) � r (r 2 IN)o�enbar abgeschlossen und wir bezeichnen sie mitSing rX := fx 2 IPnj �x(X) � rg: (1.3)1.6 Duale Variet�atenSei X � IPn eine irreduzible projektive Variet�at. Dann hei�tCX := f(x;H_) 2 Xsm � IPn_j H � TxX gdie Conormale Variet�at von X . Dabei bezeichne IPn_ den Dualraum von IPnund H_ den der Hyperebene H � IPn entsprechenden Punkt in IPn_ . DieDuale Variet�at von X ist dannX_ := prIPn_(CX)Die Bezeichnung ist mit den obigen Notationen IPn_ und H_ vertr�aglich. DieMenge ContHX := prX(pr�1X_(H_) \ CX) = fx 2 Xsm j H = TxX ghei�t der Ber�uhrort von X mit der Hyperebene H .Man sagt, die Variet�at X sei re
exiv, wenn CX = CX_ gilt, wobei nat�urlichCX_ als Untervariet�at von X �X_ und nicht von X_�X aufzufassen ist. Xhei�t bidual, falls X = X__ gilt. O�ensichtlich folgt aus der Re
exivit�at vonX auch die Bidualit�at. Wir zitieren den �uberaus wichtigen1.6.1. Satz (Monge{Serre{Wallace). Sei X � IPn eine irreduzible projek-tive Variet�at. Dann gilt: X ist re
exiv genau dann, wenn prX_ jCX allgemeinglatt ist.Beweis. [13, S.169] 13



Nach unseren Generalvoraussetzungen �uber k kann daher laut Satz 1.4.1 Xstets als re
exiv angenommen werden.F�ur eine reduzible Variet�at X setzen wir zur Vereinfachung der Schreibweise:CX := CX1 [ : : : [ CXr; X_ := X1_ [ : : : [Xr_;wobei X1; : : : ; Xr die irreduziblen Komponenten von X sind. F�ur einen Satzaus Paragraph 2.6 ben�otigen wir nachstehende Folgerung aus einem Theoremvon Lê{Teissier (siehe dazu [13, S.219]):Satz 1.6.2. Es gilt:(a) (TCxX )_ � Contx_X_ ^ TCxX � (Contx_X_ )_ ,(b) dim Contx_X_ = 0 =) (TCxX )_ = Contx_X_ .Beweis. a) Nach dem Theorem von Lê{Teissier gibt es irreduzible Unterva-riet�aten Wi � TCxX ( i = 1; : : : ; r ), mitTCxX = r[i=1Wi und Contx_X_ = r[i=1Wi_:Dann sind etwa Wi1 ; : : : ;Wim ( i1; : : : ; im 2 f1; : : : ; rg) die irreduziblen Kompo-nenten von TCxX und Wj1_; : : : ;Wjl_ (j1; : : : ; jl 2 f1; : : : ; rg) diejenigen vonContx_X_ . Also (TCxX )_ = m[k=1Wik_ � Contx_X_und(Contx_X_ )_ = l[k=1(Wik__) = l[k=1Wik � TCxXunter Verwendung der Bidualit�at der Wi .b) folgt aus a), wenn man beachtet, da� nun TCxX in Ebenen zerf�allt.Satz 1.6.3. Sei X eine irreduzible projektive Variet�at im IPn: Dann gibt eseine nichtleere o�ene Menge X 0_ � X_ , so da� f�ur alle H_ 2 X 0_ ContHXein linearer Unterraum von IPn ist.Beweis. Wir setzen X 0_ := X_sm . Aus der Re
exivit�at von X folgtContHX = prX(pr�1X_(H_) \ CX_) = (TH_X_ )_ f�ur alle H_ 2 X 0_:Also ist ContHX linear, da dies f�ur TH_X_ gilt.
14



Satz 1.6.4. F�ur eine Fl�ache F � IP3 , deren duale Variet�at F_ � IP3_ eben-falls eine Fl�ache ist, gibt es h�ochstens endlich viele Ebenen E � IP3 , f�ur diedim (ContEF ) = 1 gilt.Beweis. Die Conormale Variet�at CF ist irreduzibel und zweidimensional, dadie Fasern der Projektion prF : CF ! F f�ur x 2 F sm einelementig sind (manwende dazu Satz 1.2.1 (b) und Satz 1.2.2 auf prF an). Die Menge Y _ := fE_ 2F_ j dim (pr�1F_(E_) \ CF ) � 1g ist nach Satz 1.2.2 (c) abgeschlossen. W�areY _ eindimensional, so w�are nach Satz 1.2.2 pr�1F_(Y _) \ CF zweidimensional.Da nun CF irreduzibel und zweidimensional ist, ergibt sich CF � pr�1F_(Y _) .Daraus folgt Y _ = F_ im Widerspruch zu dim F_ = 2.Um ein Durcheinander in der Bezeichnungsweise zu vermeiden, werden die Ele-mente von IPn_ stets mit _ indiziert (also H_ 2 IPn_ ). Die zugeh�orige Hy-perebene des IPn wird dann stillschweigend durch H := H__ � IPn notiert.Entsprechend verfahren wir mit den Variet�aten des Dualraums: Wir indizierensie stets mit _ (X_ � IPn_ ) und im Fall einer projektiven Variet�at wird implizitX kanonisch mit X__ identi�ziert.

15



Kapitel 2Theoretische Hilfsmittel
2.1 Chow{Variet�atenDer Umstand, da� L�osungen algebraischer Gleichungen gelegentlich mehrfachgez�ahlt werden m�ussen, erfordert, den Variet�aten einen hierf�ur zweckm�assigerenBegri� an die Seite zu stellen.De�nition: Sei X eine Variet�at und r 2 IN ; r < dim X . Ein r{Zykel istein Element des von allen r{dimensionalen irreduziblen und abgeschlossenenUntervariet�aten von X erzeugten freien ZZ {Moduls, der mit Zr(X) bezeichnetwird ([21, S.206], [10, S.425]).Ein r{Zykel Z l�a�t sich daher als formale SummeZ = lXi=1 niXischreiben, wobei l nat�urlich, ni ganzzahlig und Xi irreduzible abgeschlosseneUntervariet�aten der Dimension r sind. Gilt ni � 0 f�ur alle i , so hei�t Z auche�ektiv (in Zeichen: Z � 0). Mit suppZ := X1 [ : : : [Xl bezeichnen wir denTr�ager von Z . Im Fall r = dim X � 1 spricht man anstelle von Zykeln vonDivisoren.Auf �ahnliche Weise, wie man den Geraden des IP3 Pl�uckerkoordinaten unddamit Punkte der Pl�uckerquadrik zuordnet, oder allgemeiner r{dimensionalenlinearen Unterr�aumen des IPn Punkte auf einer Grassmannmannigfaltigkeit zu-schreibt, so kann man auch die e�ektiven r{Zykeln des IPn mit Koordinatenversehen, welche Punkte eines h�oherdimensionalen projektiven Raumes dar-stellen. Diese werden die Chow{Koordinaten des Zykels Z genannt. Auf ihreHerleitung wird nun in K�urze eingegangen.Zun�achst wollen wir dazu annehmen, da� Z 2 Zr(X) ein e�ektiver Primzykelist, d.h. Z = suppZ und suppZ ist irreduzibel. In IPn�(IPn_)r+1 ist die Menge16



� := f(x;H0_; : : : ; Hr_) 2 IPn � (IPn_)r+1 j x 2 H0 \ : : : \ Hrg abgeschlossen,wie man leicht sieht (Gleichungen: Pnj=0Hij_xj = 0 f�ur i = 0; : : : ; r ). Dasselbegilt daher f�ur �0Z := �\ pr�1IPn(Z) und �Z := prY (�0Z) , wobei Y := (IPn_)r+1ist (Satz 1.2.1 angewand auf die Projektionsabbildungen). F�ur jedes z 2 Zist pr�1IPn(z) \ � = pr�1IPn(z) \ �0Z = (z_)r+1 . Da die z_ Hyperebenen im IPn_sind, ist zum einen dim (pr�1IPn(z) \ �0Z) = (n � 1)(r + 1) und zum anderenist (z_)r+1 irreduzibel (Satz 1.3.1) f�ur alle z 2 Z . Damit ist nach Satz 1.2.3�0Z und folglich auch �Z irreduzibel. Aus Satz 1.2.2 erh�alt man dim �0Z =n(r + 1) � 1 und Satz 1.1.1 liefert die Existenz eines y = (H0_; : : : ; Hr_) 2 Ymit dim (pr�1Y (y) \ �0Z) = 0, woraus dim �Z = n(r + 1)� 1 folgt. Demnachist �Z eine Hyper
�ache in Y und nach Satz 1.3.2 gibt es ein bis auf einenskalaren Faktor eindeutig bestimmtes (r + 1){fach homogenes Polynom fZ ,dessen Nullstellenmenge �Z ist. Man nennt fZ die zugeordnete Form und seineKoe�zienten die Chow{Koordinaten von Z . Da nach Satz 1.1.1 zu jedem z 62 Zstets Hyperebenen H0_; : : : ; Hr_ 2 z_ existieren mit H0 \ : : : \ Hr \ Z = ; ,folgt z 2 Z () (z_)r+1 � �Z: (2.1)Damit ist also nicht nur fZ durch Z (bis auf einen Faktor), sondern auch Zdurch fZ eindeutig bestimmt. Aus diesem Grund m�ussen auch die r + 1 Ho-mogenit�atsgrade von fZ bez�uglich der einzelnen Faktoren IPn_ von Y �uberein-stimmen, da o�ensichtlich �Z bez�uglich diesen symmetrisch ist. Den dadurcheindeutig bestimmten Homogenit�atsgrad d von fZ nennt man die Ordnung oderden Grad von Z (in Zeichen: deg Z = d).Nun sei Z ein beliebiger e�ektiver Zykel: Z = Pli=1 niXi . Als zugeordnete Formvon Z bezeichnen wir dann fZ := lYi=1(fXi)ni :Der Grad von Z wird durchdeg Z := lXi=1 nideg Xide�niert und stimmt mit den Homogenit�atsgraden von fZ bez�uglich aller r+1Faktoren �uberein.Vermittels der Chow{Koordinaten entspricht nun jedem e�ektiven Zykel derDimension r und vom Grad d ein Punkt des projektiven Raumes IP�n;r;d wobei�n;r;d := �(n+1)r+1+d(r+1)d(r+1) �� 1 ist (Binominalkoe�zient!). Mit Cr;d(X) � IP�n;r;dbezeichnen wir die Menge aller Punkte, deren Koordinaten Chow{Koordinateneines e�ektiven r{Zykels vom Grad d sind und zu c 2 Cr;d(X) mit Zc denentsprechenden Zykel. 17



Satz 2.1.1. Sei X � IPn eine projektive Variet�at. Dann ist auch Cr;d(X) �IP�n;r;d eine projektive Variet�at, die sogenannte Chow{Variet�at.Beweis. [25, S.218/220 (ZAG IX)] oder [24, S.160] (vgl. auch [21, S.68] und[8]).Die Addition im Modul Zr(X) de�niert AbbildungenAdd : Cr;d(X)� Cr;e(X)! Cr;d+e(X):Wegen fZ1+Z2 = fZ1fZ2 sind die Chow{Koordinaten von Z1 + Z2 Polynome inden Chow{Koordinaten von Z1; Z2 , die sowohl bez�uglich Z1 als auch bez�uglichZ2 homogen vom Grad eins sind. Daher sind die Abbildungen Add auf der pro-jektiven Variet�at Cr;d(X)�Cr;e(X) regul�ar, weil sie o�ensichtlich auch �uberallde�niert sind. Daran erkennt man insbesondere, da� die Teilmenge aller irredu-ziblen projektiven Untervariet�aten von X , die wir mit Cr;d(X)irr bezeichnen,aufgefa�t als Teilmenge von Cr;d(X) o�en ist. Denn es giltCr;d(X)irr = Cr;d(X)n( d[e=0(Cr;e(X)� Cr;d�e(X)))wobei der Ausdruck in der Klammer als endliche Vereinigung von Bildbereichenregul�arer Abbildungen abgeschlossen ist (Cr;e(X)�Cr;d�e(X) ist abgeschlossennach Satz 2.1.1 und 1.3.1 (a)).Es wird nun eine geometrische Interpretation des oben de�nierten Grades einerprojektiven Variet�at gegeben, wozu folgendes Lemma gebraucht wird:Lemma 2.1.2. Sei f 2 k[x0; : : : ; xn; y10; : : : ; y1m1; : : : ; yr0; : : : ; yrmr ] eine in xund y1; : : : ; yr homogene Form, die keine mehrfachen Faktoren besitzt. Danngibt es eine nichtleere o�ene Menge U � IPm1 � : : : � IPmr =: Y , so da� f�uralle y := (y1; : : : ; yr) 2 U das Polynom fy := f(x; y1; : : : ; yr) 2 k[x0; : : : ; xn](als solches in x) keine mehrfachen Faktoren besitzt.Beweis. Wir fassen die Menge der homogenen Polynome festen Grades d ausk[x0; : : : ; xn] als Punkte des Raumes IP�n;d auf, wobei �n;d := �n+dd ��1 (Binomi-nalkoe�zient!) ist und proportionale Polynome zu identi�zieren sind. Die echteTeilmenge derjenigen Polynome, welche mehrfache Faktoren besitzen, ist hierinabgeschlossen. Dazu betrachtet man in IPn � IP�n;d die durch die Gleichungen@f@xi (x) = 0 i = 0; : : : ; n de�nierte abgeschlossene Menge. Die Abgeschlossenheitder fraglichen Menge folgt dann aus einer Anwendung von Satz 1.2.2 (c) auf dieProjektionsabbildung auf IP�n;d , denn gerade f�ur Polynome aus ihr besitzt diese(n� 1){dimensionale Fasern. Da die kanonische Abbildung � : Y ! IP�n;d mit�(y) = fy o�enbar auf einer nichtleeren o�enen Teilmenge von Y regul�ar ist18



(die Koe�zienten von f bez�uglich x sind r{fach homogene Polynome gleichenGrades in y ), gen�ugt es nach Satz 1.2.1 (a) ein y zu �nden, so da� fy keinemehrfachen Faktoren besitzt. Wir nehmen nun an, da� es ein solches y nichtgibt. Die MengeV := f(x; y) 2 IPn � Y j fy = gkyhy ^ gy(x) = 0 ^ k > 1gist in der Nullstellenmenge Z von f enthalten. F�ur alle y 2 Y ist pr�1Y (y)\ Vabgeschlossen und nach der Annahme stets (n � 1){dimensional. Daher gibtes eine irreduzible Komponente W � V � Z (Abschlu� in IPn � Y ) mitdim (pr�1Y (y) \W ) = n � 1 f�ur alle y 2 Y . Insbesondere sieht man W � V ,da dies faserweise gilt. Nach Satz 1.2.2 hat man dimW = n+m1 + : : :+mr �1, weshalb W nach Satz 1.3.2 eine irreduzible Gleichung g(x; y1; : : : ; yr) = 0besitzt. Aus W � Z folgtf = gh mit einem geeigneten Restpolynom h . Da fdas Polynom g nur in einfacher Potenz enth�alt und nach der Annahme W in derNullstellenmenge der n Polynome @f@xi = h @g@xi + g @h@xi ( i = 0; : : : ; n) enthaltenist, m�ussen die Polynome h @g@xi ( i = 0; : : : ; n) auf W verschwinden. Das hei�tV (h) [ V ( @g@xi ) � W und die Irreduzibilit�at von W liefert daraus W � V (h)oder W � V ( @g@xi ) . Der erste Fall ist nicht m�oglich, da g das Polynom h nichtteilen kann. Weil die Charakteristik des K�orpers k Null, deg @g@xi < deg g undg irreduzibel ist, ist aber auch der zweite Fall unm�oglich.Satz 2.1.3. Sei X � IPn eine projektive Variet�at von reiner Dimension r .Mit Ln�r seien beliebige (n � r){dimensionale lineare Unterr�aume von IPngemeint, die wir als Punkte einer Grassmannmannigfaltigkeit Gn;n�r deutenk�onnen. Dann gilt:(a) d := deg X � card(X \ Ln�r) f�ur alle Ln�r 2 Gn;n�r mit dim (X \Ln�r) = 0(b) Es gibt eine nichtleere o�ene Menge U � Gn;n�r mit deg X = card(X \Ln�r) f�ur alle Ln�r 2 UBeweis. Jeder (n� r){dimensionale Unterraum Ln�r kann als Schnitt von rHyperebenen H1; : : : ; Hr in allgemeiner Lage aufgefa�t werden. Wie man leichtsieht, ist in (IPn_)r die Menge aller r{Tuppel von Hyperebenen (H1_; : : : ; Hr_)mit dim (X \ H1 \ : : : \ Hr) = 0 nichtleer und o�en (Satz 1.1.1). Nach derKonstruktion der zugeordneten Form fX von X zerf�allt diese als Polynom inH_ (also fX(H_; H1_; : : : ; Hr_)) in d lineare Faktoren. Jeder dieser linearenFaktoren hat ein Hyperebenenb�undel (Menge aller Hyperebenen durch einenfesten Punkt) als Nullstellenmenge. Das hei�t: Jeder lineare Faktor entsprichtgenau einem Punkt von X \H1_ \ : : : \Hr_ (vermittels seiner Koe�zienten).Wegen dim (X \H1 \ : : :\Hr) = 0 ergibt Satz 1.1.2 dim (H1_ \ : : :\Hr_) =n�r . Also gilt card(X\Ln�r) � d f�ur alle Ln�r 2 Gn;n�r mit dim (X\Ln�r) =0. Die Behauptung (b) folgt aus dem Lemma 2.1.2, da man eine o�ene Menge19



U � (IPn_)r �ndet, so da� fX(H_; H1_; : : : ; Hr_) f�ur alle (H1_; : : : ; Hr_) 2 Uals Polynom in H_ in d verschiedene lineare Faktoren zerf�allt (vgl. [21, S.67]).Zum Schlu� des Paragraphen wollen wir uns kurz mit den e�ektiven Diviso-ren des IPn befassen und eine der vielen Versionen des Satzes von Bezout an-geben. F�ur die e�ektiven Divisoren festen Grades d des IPn ist die Darstel-lung als Punkte einer Chow{Variet�at umst�andlicher als n�otig, denn sie ent-sprechen in eineindeutiger Weise den homogenen Polynomen d{ten Gradesin n + 1 Unbestimmten, wenn man proportionale Polynome identi�ziert. Wieschon im Beweis des Lemmas 2.1.2 praktiziert, kann man sie daher als Punktedes Raumes IP�n;d ansehen. Wir sagen, n e�ektive Divisoren D1; : : : ; Dn desIPn besitzen allgemeine Lage, wenn dim (suppD1 \ : : : \ suppDn) = 0 gilt.F�ur x 2 supp (D1 \ : : : \ Dn) kann man eine a�ne Umgebung U � IPn mitx 2 U w�ahlen, in der D1; : : : ; Dn durch die inhomogenen Polynome f1; : : : ; fn 2Ox(IPn) gegeben sind. Nach dem Hilbertschen Nullstellensatz ([26, S.11]) gibtes eine Zahl l 2 IN , so da� das Ideal (f1; : : : ; fn) � mlx umfa�t, wobei mlx diel{te Potenz des maximalen Ideals des lokalen Ringes Ox(IPn) ist. Daher istOx(IPn)=(f1; : : : ; fn) ein endlichdimensionaler k{Vektorraum, da dies auch f�urOx(IPn)=mlx gilt und man kann durch(D1; : : : ; Dn)x := dim k(Ox(IPn)=(f1; : : : ; fn))die Schnittmultiplizit�at von D1; : : : ; Dn in x de�nieren.2.1.4. Satz (Bezout). Die e�ektiven Divisoren D1; : : : ; Dn des IPn seien inallgemeiner Lage. Dann gilt:Xx2suppD1\:::\suppDn(D1; : : : ; Dn)x = deg D1 � : : : � deg Dn:Beweis. [21, S.198].Ist ein e�ektiver Divisor des IPn durch D = Pli=1 niHi mit den Hyper
�achenH1; : : : ; Hl gegeben, so kann man die im Kapitel 1.5 de�nierten Vielfachheitenauf D verallgemeinern durch:�x(D) := lXi=1 ni�x(Hi) : (2.2)Die Charakterisierung (1.2) bleibt dabei erhalten. F�ur den Spezialfall n = 2erh�alt man f�ur die Schnittmultiplizit�at (D1; D2)x folgende Kriterien:Satz 2.1.5. Es gilt: 20



(a) (D1; D2)x = 1() �x(D1) = �x(D2) = 1 ^ TxsuppD1 6= TxsuppD2(b) (D1; D2)x � �x(D1) �x(D2)Beweis. [1, S.82/83] oder [21, S.184/185].Bemerkung 2.1.6. Eine andere Version des Satzes von Bezout (siehe [10,S.53]) besagt, da� die irreduziblen Komponenten Ci ( i = 1; : : : ; r ) zweierFl�achen F1 und F2 im IP3 mit geeigneten Schnittmultiplizit�aten i(F1; F2;Zi)versehen werden k�onnen, so da� f�ur den e�ektiven 1{ZykelZ = rXi=1 i(F1; F2;Zi)Zideg Z = deg F1deg F2 gilt. Die algebraisch exakte De�nition dieser Schnitt-multiplizit�aten ist f�ur unsere Zwecke jedoch zu aufwendig und unangebracht.Zwar werden wir im Kapitel 3 diesen Sachverhalt oft verwenden, doch ist hier bisauf wenige Ausnahmen eine der beiden Fl�achen eine Ebene und man kann denZykel Z auf einfache Weise als Divisor der Ebene E betrachten, wie dies auch inLemma 2.5.5 geschieht. In den Ausnahmef�allen wird jedoch in Kauf genommen,da� auf etwas umst�andliche Art auf die Schnittmultiplizit�aten i(F1; F2;Zi) mitHilfe der beiden vorigen S�atze geschlossen werden mu�. Man mu� dazu in Satz2.1.4 die beiden Fl�achen mit geeigneten Ebenen E schneiden (also (F1; F2; E)xbetrachten) und zwecks der Verwendung von Satz 2.1.5 die Schnitte als solchezweier Divisoren von E au�assen.2.2 Algebraische Familien von Variet�atenDe�nition: Sei S eine Variet�at und � eine abgeschlossene Menge in IPn � Smit prS(�) = S . F�ur alle s 2 S sei Xs := prIPn(pr�1S (s) \ �) von reinerDimension r . Dann hei�t fXs j s 2 Sg eine algebraische Familie von Variet�atenmit Parametervariet�at S (vgl. [21, S.68]).Um der De�nition Sinn zu verleihen wird gezeigt, da� Xs eine projektive Va-riet�at ist. Sei also S � IPm; s 2 S und Vs := pr�1S (s) \ �. Vs ist abgeschlos-sen in �. F�ur den Abschlu� Vs von Vs in IPn � IPm gilt nach Satz 1.2.1 (a)prIPm(Vs) = s . Demzufolge hat man Vs � IPn � S , und daher Vs � �, weil� abgeschlossen in IPn � S ist. Die Abgeschlossenheit von Vs in � liefert nunVs = Vs und mit Satz 1.2.1 erh�alt man, da� Xs = prIPn(Vs) projektiv ist.Satz 2.2.1. Sei X � IPn eine projektive Variet�at und r; d 2 IN . Dannist fsuppZc j c 2 Cr;d(X)g eine algebraische Familie mit Parametervariet�atCr;d(X) (Zc = Zykel mit Chow{Koordinate c).21



Beweis. Es ist eine abgeschlossene Menge �r;d(X) � X �Cr;d(X) zu konstru-ieren mit (x; c) 2 �r;d(X) () x 2 suppZc . Dazu seien Ni : IPn ! IPn_ f�uri = 0; : : : ; r beliebige Nullsysteme, d.h. projektive Abbildungen mit schiefsyme-trischen Abbildungsmatrizen Ai . Weiter seien Hi_ := Ni(x) die Bildhyperebe-nen von x 2 X . Nun substituiert man Hi_ in die zugeordnete Form fZc vonZc : fZc(A0x; : : : ; Arx): (�)Man fasse (�) als Polynom mit den Eintr�agen der Matrizen Ai als den Un-bestimmten auf. Da die Ni Nullsysteme sind, gilt x 2 Hi . Also mu� f�urx 2 suppZc die Form (�) identisch in den Komponenten der Ai verschwin-den.Hiervon gilt nun auch die Umkehrung: Ist f�ur x 2 X die Form (�) identischNull in den Komponenten der Matrizen Ai , so folgt x 2 suppZc . Denn es gibteinen irreduzibler Faktor von fZc , der in den Ai identisch Null ist. Diesem ent-spreche die irreduzible Komponente Z0 � suppZc . Zu beliebigen HyperebenenHi mit x 2 Tri01Hi �ndet man stets Nullsysteme Ni mit Hi = Ni(x) . Nunfolgt (x_)r+1 � �Z0 und nach Gleichung (2.1) x 2 Z0 � suppZc .Die Koe�zienten von (�) bez�uglich der unbestimmten Komponenten der Ma-trizen Ai sind Polynome, die sowohl in den Chow{Koordinaten von Zc als auchbez�uglich x homogen sind. Nach den obigen Beweisschritten ist die Nullstellen-menge dieser Polynome aber gerade die Menge �r;d(X) .Satz 2.2.2. Sei fXs j s 2 Sg eine algebraische Familie projektiver Unterva-riet�aten Xs von reiner Dimension r der projektiven Variet�at X . Dann gibt esein d 2 IN und eine regul�are Abbildung � : S ! Cr;d(X) mit Xs = suppZ�(s)f�ur alle s 2 S . Weiterhin gibt es eine nichtleere o�ene Menge S 0 � S so, da�deg Xs = d f�ur alle s 2 S 0 gilt.Beweis. 1) Wir betrachten zun�achst den Fall r = n�1; X = IPn und konstru-ieren eine Abbildung von S nach IP�n;d . Die gegebene algebraische Familie seidurch die Menge � � IPn�S de�niert und f1; : : : ; fl 2 k[x0; : : : ; xn; s0; : : : ; sm]seien Polynome, deren Nullstellenmenge � ist. Da die Xs von reiner Dimen-sion n � 1 sind, m�ussen f�ur festes s 2 S die Polynomefis(x) := fi(x; s) 2k[x0; : : : ; xn] f�ur i = 1; : : : ; l laut Satz 1.3.2 proportional sein, oder es ver-schwinden einige von ihnen, jedoch nicht alle gleichzeitig. Man beachte, da�fis nach Lemma 2.1.2 (auf einer geeigneten nichtleeren o�enen Teilmenge vonS ) ohne mehrfache Faktoren angenommen werden kann (sofern dies f�ur diefi vorausgesetzt wird). Insbesondere stimmen die Homogenit�atsgrade der fisbez�uglich x �uberein und k�onnen mit d bezeichnet werden. Man kann nun Smit o�enen Mengen S0; : : : ; Sk �uberdecken, so da� zu jedem j 2 f0; : : : ; kg einij 2 f1; : : : ; lg existiert mit fijs 6� 0 f�ur alle s 2 Sj . Da die Koe�zienten derfi bez�uglich x homogene Polynome in s von gleichem Grad sind (fi homo-gen bez�uglich s), erh�alt man regul�are Abbildungen �j : Sj ! IP�n;d , die jedem22



s 2 Sj ein Polynom fijs mit Xs = V (fijs) zuordnen. Wegen �j(s) = �k(s) f�urs 2 Sj \ Sk erh�alt man insgesamt eine regul�are Abbildung � : S ! IP�n;d mitXs = V (�(s)) (fasse darin �(s) als Polynom auf!).2) F�ur den allgemeinen Fall werden wir Teil 1) auf die Hyper
�achen �Xs an-wenden (siehe Herleitung der Chow{Koordinaten in Paragraph 2.1). Analog wiebei der Einf�uhrung der Chow-Koordinaten sieht man, da� die Menge� := f(H0_; : : : ; Hr_; s) 2 (IPn_)r+1�Sj 9x 2 IPn (x; s) 2 � ^ x 2 H0\: : :\Hrgabgeschlossen in (IPn_)r+1�S ist, und da� f�ur jedes s 2 S dim (pr�1S (s)\�) =n(r + 1)� 1 ist. Damit de�niert � eine algebraische Familie von Hyper
�achenim (IPn_)r+1 . Nach Schritt 1) gibt es eine regul�are Abbildung � : S ! IP�n;r;dmit �Xs = V (�(s)) . Also gilt f�ur alle s 2 S gerade Xs = suppZ�(s) und�(S) � Cr;d(X) . Wendet man Lemma 2.1.2 auf die Polynome fi des erstenBeweisschrittes an, so sieht man, da� es eine nichtleere o�ene Menge S 0 � Smit deg Xs = d f�ur alle s 2 S 0 gibt.Satz 2.2.2 gestattet es nun auf einfache Weise die Dimension einer algebrai-schen Familie fXs j s 2 Sg durch dim �(S) zu de�nieren. Anhand der S�atze2.2.1 und 2.2.2 sowie 1.2.1 sind algebraische Familien von abgeschlossenen irre-duziblen Untervariet�aten Y einer projektiven Variet�at X mit dim Y = r unddeg Y = d im wesentlichen durch Untervariet�aten von Cr;d(X)irr gegeben.Im Fall unserer Aufgabe, die projektiven Fl�achen F von vierter Ordnung desIP3 auf einparametrige Familien von Kegelschnitten zu untersuchen, ist also dieDimension von C1;2(F )irr und wenn m�oglich die Zahl der irreduziblen Kompo-nenten dieser Variet�at zu bestimmen. Im �ubrigen wird die Geometrie der reinachtdimensionalen projektiven Variet�at C1;2(IP3) , zu deren Untervariet�aten dieC1;2(F ) geh�oren, ausf�uhrlich in [22] beschrieben. Diesbez�uglich sei noch be-merkt, da� C1;2(IP3)irr irreduzibel ist (siehe auch [21, S.69]).Die algebraische Familie aller Kegelschnitte des IP3 l�a�t sich auch auf eine ande-re interessante Weise parametrisieren, die in der projektiven Di�erentialgeome-trie zur De�nition von Kegelschnitt
�achen verwendet wird (siehe [6, S.2]): F�urjeden Kegelschnitt C2 im IP3 ist C2_ � IP3_ ein irreduzibler quadratischer Ke-gel und umgekehrt ist die duale Variet�at eines solchen wieder ein Kegelschnitt.Die Menge M � IP�3;2 aller irreduziblen quadratischen Kegel in IP3_ ist eineVariet�at, wie die Determinantenrechnung angewandt auf die Matrixdarstellungderselben lehrt. Um nun alle Kegelschnitte des IP3 mittels M zu parametrisie-ren, ist noch die Abgeschlossenheit der durch� := f(x; C2_) 2 IP3 �M j x 2 C2__ = C2gde�nierten Menge in IP3 �M zu zeigen.Dazu seien z0; : : : ; z3 2 IP3 vier linear unabh�angige Punkte, Ai := fC2_ 2M j SingC2_ 2 zi_g (das sind die Kegel, deren Spitze in zi_ liegt) und Ui :=23



IP3�(MnAi) . Betrachtet man die Koe�zienten eines homogenen quadratischenPolynoms f 2 k[E0_; : : : ; E3_] als Koordinaten eines Punktes von M , so werdendurch die Gleichungen @f@Ej_ (E_) = 0 (j = 0; : : : ; 3) (d.h. E_ ist Spitze desKegels) abgeschlossene Mengen Bi � zi_ �M de�niert (E_ 2 zi_ ). Aus Ai =prM(Bi) folgt die Abgeschlossenheit der Ai . Damit liefern die Ui eine o�ene�Uberdeckung von IP3�M und man braucht lediglich die Abgeschlossenheit von� \ Ui in Ui zu zeigen. Dazu betrachtet man in zi_ � Ui die Menge Ci allerTripel (E_; x; C2_) welche den Gleichungenf(E_) = 0 und xk @f@Ej_ (E_) = xj @f@Ek_ (E_)(0 � k < j � 3; x = (x0; : : : ; x3)) (d.h. x proportional zum Koordinatenvektorder Tangentialebene in E_ an den Kegel) gen�ugen. Aus �\Ui = prUi(Ci) folgtdann die Behauptung.2.3 Lineare Kurven{Systeme auf Fl�achenIm folgenden sei F stets eine irreduzible projektive Fl�ache im IPn und L �IP�n;d ein linearer Unterraum von e�ektiven Divisoren des IPn vom Grad d undF 6� supp l f�ur alle l 2 L (gegeben durch das entsprechende Polynom, dessenKoe�zienten die Koordinaten des Punktes aus IP�n;d sind).De�nition: Die durch � := f(x; l) 2 F � L j l(x) = 0g � F � L de�niertealgebraische Familie fsupp l \ F =: Cl j l 2 Lg hei�t ein lineares System vonKurven auf F .Nach Satz 1.2.2 ist B := fx 2 F j pr�1F (x) \ � = x � Lg abgeschlossen unddim B � 1. Aus dim B = 1 folgt dim (B � L) = dim �, weshalb B � Leine Komponente von � ist. Nun de�niert �0 := �n(B � L) 6= ; ebenfalls einealgebraische Familie von Kurven auf F mit der zus�atzlichen Eigenschaft, da�die Cl := prF (pr�1L (l) \ �0) keine Komponente besitzen, welche f�ur alle l 2 Lfest bleibt.De�nition: Die durch �0 de�nierte Familie fCl j l 2 Lg hei�t ein lineares Sys-tem von Kurven auf F ohne feste Bestandteile. Die Menge B hei�t Basis-punktmenge des Systems (sie ist f�ur ein System ohne feste Bestandteile nachKonstruktion von �0 leer oder nulldimensional).Bemerkung: Die Divisoren l induzieren auf F Divisoren von recht einfachemTyp, welche man lokale Hauptdivisoren von F nennt (sie werden lokal { etwa24



in a�nen Umgebungen { von rationalen Funktionen induziert). In der Litera-tur werden daher lineare Systeme von Divisoren auf F erkl�art. F�ur singul�areFl�achen erweist sich diese Theorie jedoch als recht kompliziert, so da� wir unshier auf den einfacheren Begri� beschr�anken.Lemma 2.3.1. Sei fCl j l 2 Lg ein lineares System und y 62 B . Dann ist dieMenge Ly := fl 2 L j y 2 Clg eine Hyperebene in L .Beweis. Betrachtet man l 2 L als Polynom, und ist f1; : : : ; fr eine Basis vonL , so schreibt sich jedes l 2 L in der Forml(x) = �1f1(x) + : : :+ �rfr(x) mit �1; : : : ; �r 2 k:F�ur festes y 62 B sind f1(y); : : : ; fr(y) feste Zahlen, die nicht alle Null sind.Also wird durch die lineare Gleichung �1f1(y) + : : :+ �rfr(y) = 0 in �1; : : : ; �reine Hyperebene in L de�niert, welche gerade die Elemente von Ly umfa�t.Lemma 2.3.2. Sei fCl j l 2 Lg ein lineares System mit dim L = 1 (ein sol-ches hei�t auch lineares B�uschel). Dann gilt Cl \ Cl0 = B f�ur alle l; l0 2 L mitl 6= l0 .Beweis. Die Behauptung B � Cl \ Cl0 folgt aus der De�nition von B . UmB � Cl \ Cl0 zu zeigen, nehme man x 2 Cl \ Cl0nB an. Nach Lemma 2.3.1 istLx eine Hyperebene von L , also ein Punkt und es folgt l = l0 .Satz 2.3.3. Sei fCl j l 2 Lg ein lineares System von Kurven auf F ohne festeBestandteile mit dim L = 1 . Dann gibt es eine algebraische Familie fKds j s 2Sg von Kurven auf F , die f�ur eine nichtleere o�ene Teilmenge S 0 � S dereindimensionalen irreduziblen und projektiven Parametervariet�at S irreduzibelund von d{tem Grad sind, so da� zu jedem l 2 L s1; : : : sj;2 S existieren mitCl = Kds1 [ : : : [Kdsj .Beweis. Mit B wird wieder die Basispunktmenge des Systems bezeichnet.Betrachte nun die Abbildung � : L ! C1;e(F ) aus Satz 2.2.2. Es gilt Cl =suppZ�(l) . Da L irreduzibel und projektiv ist, gilt dies nach Satz 1.2.1 auchf�ur T := �(L) . Ebenso ist T eindimensional. Falls T \ C1;e(F )irr 6= ; gilt, istman mit S := L fertig, da die Kurven Cl f�ur l aus einer nichtleeren o�enenTeilmenge von L (beachte die Stetigkeit von � ) dann selbst schon irreduzi-bel sind. Im anderen Fall betrachten wir die Additionsabbildungen von Zykeln(siehe Anschlu� an Satz 2.1.1). Man �ndet nat�urliche Zahlen d1; : : : ; dj so da�T � Add(C1;d1(F )irr � : : :� C1;dj(F )irr)gilt, d.h. alle bis auf eventuell endlich viele der Kurven Cl zerfallen in irreduzibleKurven der Ordnungen d1; : : : ; dj . Sei nunS 0i := prC1;di (F )irr(Add�1(T )) 6= ; f�ur i = 1; : : : ; j:25



Wir nehmen nun o.B.d.A. S 0i als irreduzibel an (andernfalls zerlege man die-se in irreduzible Komponenten und numeriere neu durch). Man erh�alt alsonach Satz 2.2.1 j einparametrige algebraische Familien fKdis j s 2 S 0ig mitKdis := suppZs = Zs von irreduziblen Kurven, die wegen der Irreduzibilit�atvon F o�ene Mengen Wi von F �uberdecken. Nun �ndet man zu jedem t 2 T ,jedem i und jeder irreduziblen Komponente C � suppZt mit C \Wi 6= ; einsi 2 S 0i so da� C = Kdisi gilt. Denn ist x 2 (C \Wi)nB 6= ; (B abgeschlos-sen und h�ochstens nulldimensional), so gibt es wegen x 2 Wi ein sxi 2 S 0i mitx 2 Kdisxi . Hierzu gibt es ein t0 2 T mit Kdisxi � suppZt0 . Wegen x 62 B folgtaus Lemma 2.3.2 t = t0 . Da x aus einer nichtleeren o�enen Teilmenge von Cgew�ahlt werden kann, Kdisxi bei Ab�anderung von x aber nur die endlich vielenirreduziblen Komponenten von Zt durchlaufen kann, gibt es wegen der Irredu-zibilit�at der Kurven Kdisxi und C ein si mit C = Kdisi (beachte k unendlich daalgebraisch abgeschlossen!).Daher m�ussen alle di =: d und S 0i =: S 0 �ubereinstimmen. Mit der algebrai-schen Familie fKds j s 2 Sg (S := S 0) folgt dann wegen �(L) = T; T �Add(S � : : :� S| {z }j�mal ) und S 0 � C1;d(F )irr die Behauptung.Satz 2.3.4. Sei fCl j l 2 Lg ein lineares System von reduziblen Kurven aufF ohne feste Bestandteile. Dann gibt es zu jedem k 2 L eine nichtleere o�eneMenge U � L , so da� Ck \ Ck0 � B (B = Basispunktmenge) f�ur alle k0 2 Ugilt.Beweis. Sei k 2 L beliebig und Ck = C1k [ : : : [ Cmk die Zerlegung vonCk in irreduzible Komponenten. Wegen dim B = 0 oder B = ; ist M :=fl 2 L j dim (Cl \ Ck) � 1g eine echte, abgeschlossene Teilmenge von L .Um die Abgeschlossenheit von L einzusehen, betrachte man die Menge Ak :=f(x; l) 2 Ck � L j x 2 Clg und wende Satz 1.2.2 (b) auf die Einschr�ankungder Projektion prL auf Ak an. Die Mengen Ly := fl 2 L j y 2 Clg sindabgeschlossen nach Lemma 2.3.1 und es gilt Ly = L () y 2 B . Die MengeK := fy 2 Ck j 9i; j i 6= j mit y 2 Cik \ Cjkg ist endlich als Schnitt einerendlichen Zahl von irreduziblen Kurven. Also ist N := Sy2KnB Ly eine echteabgeschlossene Teilmenge von L . Sei nun k0 2 U := Ln(M [N [ fkg) 6= ; . Eswird nun Ck \ Ck0 � B gezeigt:Sei dazu G die Verbindungsgerade der Punkte k; k0 in L und fCl j l 2 Gg daslineare eindimensionale Teilsystem (B�uschel) von fCl j l 2 Lg mit der Basis-punktmenge BG . Im Fall des linearen B�uschels gilt nach Lemma 2.3.2 f�ur allel; l0 2 G Cl \ Cl0 = BG . Wegen k0 62M ist dim BG = 0 oder B = ; . Nun gibtes nach Satz 2.3.3 eine algebraische Familie fKs j s 2 Sg von Kurven, welcheauf einer nichtleeren o�enen Teilmenge von S irreduzibel sind, so da� es zu je-dem l 2 G s1; : : : ; sr 2 S gibt mit Cl = Ks1 [ : : :[Ksr . Weil alle Cl reduzibelsind, mu� r � 2 gelten.Sei nun x 2 Ck \ Ck0 = BG gegeben. Da nun x f�ur alle l 2 G in Cl enthalten26



ist, mu� es auch in jeder Kurve Ks enthalten sein. Dazu sieht man zun�achstein, da� jedes Ks in h�ochstens einem Cl enthalten sein kann. Denn Ks enth�altein z 62 BG und nach Lemma 2.3.2 gibt es nur ein Cl , welches dieses enth�alt. Istnun fKs j s 2 Sg durch � � IPn�S de�niert, so folgt card(pr�1IPn(x)\�) =1 ,also pr�1IPn(x) \ � = x � S , da S irreduzibel und die linke Seite der Gleichungabgeschlossen ist.Damit gibt es wegen r � 2 Zahlen i; j 2 1; : : : ; r mit i 6= j und x 2 Cik \ Cjk .Man erh�alt x 2 K und schlie�lich wegen k0 62 N x 2 B .Korollar 2.3.5. Sei F eine irreduzible Fl�ache im IPn und U_ � IPn_ dieMenge aller Hyperebenen H_ , f�ur die H \F irreduzibel ist. Dann ist U_ o�enund nichtleer.Beweis. Die Basispunktmenge des linearen Systems fF \ H j H_ 2 IPn_gist leer. Da aber f�ur H1_; H2_ 2 IPn_ der Schnitt (F \ H1) \ (F \ H2) nichtleer ist, k�onnen nach Satz 2.3.4 nicht alle F \H reduzibel sein. Damit ist U_nichtleer. Die O�enheit von U_ ergibt sich aus der Stetigkeit der Abbildung� : IPn_ ! C1;d(F ) aus Satz 2.2.2 und der O�enheit von C1;d(F )irr .Zu den S�atzen dieses Paragraphen vergleiche man [24, S.203�].2.4 Haupttangenten und parabolische PunkteIn der Di�erentialgeometrie interessiert man sich f�ur Parameterkurven C aufeiner Fl�ache F , welche die Eigenschaft besitzen, da� in jedem Punkt x 2 Cdie Schmiegebene der Kurve mit der Tangentialebene der Fl�ache in x zusam-menf�allt. Solche Kurven hei�en Asymptotenlinien und ihre Tangenten Haupttan-genten der Fl�ache in x . F�ur algebraische Fl�achen im IP3 wollen wir Haupttan-genten durch den Schnitt zwischen Tangentialebene und quadratischer Polarede�nieren.De�nition: Sei F � IP3 eine von einer Ebene verschiedene irreduzible Fl�acheund x 2 F sm . Als quadratische Polare in x an F bezeichnen wir die Quadrikmit der Gleichung QxF : 3Xi;j=0 @2f@xi@xj (x)yiyj = 0in den Unbestimmten y = (y0; : : : ; y3) wobei F die Nullstellenmenge des irre-duziblen homogenen Polynoms f 2 k[x0; : : : ; x3] ist.
27



Sei d := deg F = deg f . Wendet man das Eulersche Lemma f�ur homogenePolynome auf @f@xj an, so gilt f�ur j = 0; : : : 3(d� 1) @f@xj (x) = 3Xi=0 @2f@xi@xj (x)xi: (2.3)Anwendung des Lemmas auf f ergibt unter Beachtung von (2.3)d(d� 1)f(x) = 3Xi;j=0 @2f@xi@xj (x)xixj: (2.4)Da die K�orpercharakteristik Null ist und F keine Ebene ist, gilt daher:x 2 (QxF )sm und TxF = Tx(QxF ) : (2.5)Denn f�ur x 2 Sing (QxF ) w�are die rechte Seite von (2.3) Null. Deshalb istentweder TxF � QxF oder der Schnitt TxF \ QxF zerf�allt in Geraden durchx , die wir nun als die Haupttangenten in x ansehen k�onnen. Deren geometrischeBedeutung erkennt man aus der Taylorformel:f(x+ %y) = f(x)| {z }=0 +% 3Xi=0 @f@xi (x)yi + %2 3Xi;j=0 @2f@xi@xj (x)yiyj + : : : (2.6)Es sind also diejenigen Geraden durch x , f�ur deren Schnitt mit F x eine min-destens dreifache Nullstelle ist. Ein Punkt x 2 F sm f�ur den TxF \ QxF ingenau zwei Geraden zerf�allt soll nicht parabolisch, alle anderen regul�aren Punk-te aber sollen parabolisch hei�en. Da die Tangentialebenen singularit�atenfreierQuadriken, diese stets in zwei verschiedenen Geraden schneiden, folgtx parabolisch() h(x) := det @2f@xi@xj (x)!i;j=0;:::;3 = 0: (2.7)Die Fl�ache H := V (h) hei�t Hessesche Fl�ache von F . Also besagt (2.7):x parabolisch () x 2 F sm \ H . Der Durchschnitt F \ H ist entweder ei-ne Kurve, oder aber ganz F . Im ersten Fall nennen wir F \H die parabolischeKurve von F .Um die Frage zu kl�aren in welchem Fall F � H gelten kann, betrachten wir dieAbbildung � : F sm ! F_ die durch�(x) := (TxF )_ = ( @f@x0 (x); : : : ; @f@x3 (x)) (2.8)de�niert und o�ensichtlich regul�ar ist. Nach Satz 1.4.1 ist � allgemein glatt,d.h. Tx� ist f�ur x aus einer nichtleeren o�enen Teilmenge U � F sm surjektiv.28



Die Abbildungsmatrix von Tx� ist gerade die Hessematrix (siehe Paragraph1.4) M :=  @2f@xi@xj (x)!i;j=0;:::;3 :Also folgt F � H genau dann, wenn dim �(F sm) = dim F_ < 2 und manerh�alt denSatz 2.4.1. Eine von einer Ebene verschiedene irreduzible Fl�ache F ist ge-nau dann in ihrer Hesseschen Fl�ache H enthalten, wenn alle Punkte von Fparobolisch sind, was wiederum genau dann zutri�t, wenn die duale Variet�atF_ von F eindimensional ist.Diejenigen Fl�achen F , f�ur die dim F_ = 1 gilt wollen wir fortan Torsen nen-nen. Nun werden die Haupttangenten in parabolischen Punkten mit Hilfe derAbbildung � charakterisiert.Satz 2.4.2. Sei F eine irreduzible Fl�ache im IP3 ; deg F > 1 ; x 2 F sm undg � TxF eine Gerade, die x enth�alt. Dann gilt:Tx�(g) = �(x) = (TxF )_ () g ist Haupttangente im parabolischen Punkt x:Beweis. `( ': Sei x parabolisch und g Haupttangente. Nach (2.7) ist die Hes-sematrix M singul�ar. Fa�t man M als Darstellungsmatrix von QxF auf, sosieht man, da� QxF ein Kegel ist, dessen Spitze y wegen g � Tx(QxF ) \ QxF(beachte (2.5)) auf g liegt. Aus x 2 (QxF )sm folgt x 6= y . Fa�t man nun Mals Abbildungsmatrix von Tx� auf, so sieht man, da� alle Geraden durch y ,insbesondere auch g , auf Punkte aus T�(x)F_ abgebildet werden. Wegen (2.3)kann dies im Fall von g nur �(x) sein.`) ': Nach der Voraussetzung ist M (als Abbildungsmatrix von Tx�) singul�ar,also x parabolisch (2.7). Da g auf einen Punkt abgebildet wird mu� es ein(gem�a� (2.5) von x verschiedenes) y 2 g geben mit My = 0. Dann ist y Spit-ze des Kegels QxF . Also ist g eine Erzeugende des Kegels und daher wegeng = Tx(QxF ) \ QxF Haupttangente in x an F (beachte (2.5)).Satz 2.4.3. Sei C � F \ H eine irreduzible Komponente der parabolischenKurve von F und f�ur alle x 2 Csm \ F sm sei TxC Haupttangente in x an f .Dann gibt es eine Ebene E � IP3 , so da� C � ContEF gilt.Beweis. Sei K_ := �(C). Die Abbildung �jCsm ist allgemein glatt, also gibt esein nichtleeres o�enes C 0 � Csm , so da� f�ur alle x 2 C 0 Tx� : TxC ! T�(x)K_surjektiv ist. Nach Satz 2.4.2 ist Tx�(TxC ) = �(x) und daher dim T�(x)K_ =0 f�ur alle x 2 C 0 . Somit ist K_ nulldimensional (f�ur alle E_ 2 (K_)sm gilt jadim TE_K_ = dim K_ ) und irreduzibel (nach Satz 1.2.1 (b), da C irreduzibel)also ein Punkt E_ im IP3_ . Nun folgt: C � ContEF = ��1(E_) .29



Der folgende Satz wird nur f�ur Fl�achen vierter Ordnung bewiesen, obwohl ersich recht einfach f�ur beliebige Ordnung verallgemeinern l�a�t.Satz 2.4.4. Sei F eine irreduzible Fl�ache im IP3 , deg F = 4; dim F_ = 2und C = F \H die parabolische Kurve von F . Ferner sei x 2 Csm \ F sm einfester Punkt und g die Haupttangente in x an F . Dann gilt:g � F _ g \ F = fxg () g = TxCBeweis. W�ahle Koordinaten so, da� x = (1; 0; 0; 0); TxF = V (x3) und g =V (fx2; x3g) ist. Die Gleichung von F = V (f) ist dann von der Gestalt:f = x30x3 + x20(a0x22 + x3(a1x1 + a2x2 + a3x3)) + x0u3 + u4 (�)wobei a0; : : : ; a3 2 k; u3; u4 2 k[x1; x2; x3] mit deg u3 = 3; deg u4 = 4 gilt.Die Koe�zienten von u3 bezeichnen wir durchu3 = Xi1+i2+i3=3 ai1i2i3xi11 xi22 xi33 :Mit M bezeichnen wir wieder die Hessematrix, und mit H = V (h) die Hesse-
�ache von F .1. Fall: x 2 Hsm und TxF 6= TxHIn diesem Fall gilt TxC = TxF \ TxH : Seien a; b; c 2 k mit TxH = V (ax1 +bx2 + cx3) . Wegen TxC = V (fx3; ax1 + bx2 + cx3g) gen�ugt es a = @h@x1 (x) = 0zu zeigen. Aus h = detM ergibt sich mit der Kettenregel:@h@xk (x) = 3Xi;j=0(�1)i+jhij(x) @3f@xi@xj@xk (x)| {z }=:�ijk (��)wobei hij die 3 � 3{Unterdeterminanten von h sind, die durch Streichen deri{ten Zeile und j {ten Spalte entstehen. Man berechnet nun die HessematrixM(x) = 0BBB@ 0 0 0 30 0 0 a10 0 2a0 a23 a1 a2 a3 1CCCAund daraus (hij(x))i;j=0;:::;3 = 0BBB@ �2a0a21 �6a0a1 0 0�6a0a1 �18a0 0 00 0 0 00 0 0 0 1CCCA :Nun ermittelt man die noch fraglichen Zahlen �ijk : �001 = 0; �011 = 0; �111 =6a300; �002 = 0; �012 = 0; �112 = 2a210; �003 = 6; �013 = 2a1; �113 = 2a201:30



Also ergibt sich aus Gleichung (��) : (a; b; c) = (3a300; a210; a201) . Daraus resul-tiert folgende �Aquivalenzkette: g = TxC () a300 = 0 () f(x0; x1; 0; 0) =a1111x41 () g � F _ g \ F = fxg:2. Fall: Gegenteil von Fall 1.Der zweite Fall tritt in (�) genau dann auf, wenn a300 = 0 und a210 = 0ist, denn f�ur a210 6= 0 oder a300 6= 0 folgt sofort x 2 Hsm und TxH =V (3a300x1 + a210x2 + a201x3) 6= TxF . Man kann den Fall 2 durch Grenz�uber-gang aus dem ersten gewinnen. Man betrachte die beiden folgenden algebra-ischen Familien von Fl�achen: Das lineare System Fz := V (�f + �x0x21x2) f�urz := (�; �) 2 IP1 und die Hesse
�achen Hz zu Fz . F�ur Fz gilt nun a300 = 0und a210 = � , so da� auf diese Fl�achen der erste Fall angewandt werden kann.Die parabolischen Kurven Cz = Fz \ Hz von Fz durchlaufen ebenfalls einealgebraische Familie von Kurven (dazu schneide man die zu fFz j z 2 IP1g undfHz j z 2 IP1g geh�origen Mengen �1;�2 � IP3 � IP1 ). Nun gilt x 2 Czsm f�uralle z 2 IP1 und TxCz = g = TxFz \ TxHz f�ur alle z 6= (�; 0). Ist nunfCz j z 2 IP1g durch � = �1 \ �2 � IP3 � IP1 gegeben und sind f1; : : : ; frPolynome deren Nullstellenmenge � ist, so haben die Tangenten TxCz die li-nearen Gleichungen P3i=0 @fj@xi (x; z)yi = 0 (j = 1; : : : ; r ) in den Unbestimmtenyi . F�ur z 2 IP1nf(�; 0)g ist dann wegen g = TxCz @fj@x0 (x; z) = @fj@x1 (x; z) = 0 f�urj = 1; : : : ; r . Folglich verschwinden diese Polynome identisch in z und da wirx 2 Csm vorausgesetzt haben, ergibt sich TxC = TxC(�;0) = g (zum Beweisvergleiche man [16, S.648]).Zu den Ausf�uhrungen dieses Paragraphen siehe [4, S.637, 652 u. 665] sowie [16,S.29].2.5 Einiges �uber Regel
�achenDie Menge aller Geraden des IP3 identi�zieren wir im folgenden anstelle derChow{Variet�at C1;1(IP3) mit der Pl�uckerquadrik im IP5 , die wir mit P bezeich-nen. Es wird daran erinnert, da� die Pl�uckerkoordinaten einer Gerade g � IP3mittels zweier verschiedener Punkte x; y 2 g durch die 6 Unterdeterminantenpij der Matrix A :=  x0 x1 x2 x3y0 y1 y2 y3 ! =  xy ! berechnet werden, wobei i; j f�urdie entsprechenden Spalten von A stehen. Entsprechend der Menge �1;1 ausSatz 2.2.1 erh�alt man die abgeschlossene Menge �1 := f(x; g) 2 IP3�P j x 2 gg .Die Gleichungen von �1 sind: P3i=0 pijxi = 0 f�ur j = 0; : : : 3 und die derPl�uckerquadrik ist: p01p23 � p02p13 + p03p12 = 0. Damit k�onnen wir fortan alge-braische Familien von Geraden durch Untervariet�aten der Pl�uckerquadrik de�-nieren. Andererseits sieht man in Analogie zu Satz 2.1.1 leicht, da� die Menge31



aller Geraden auf einer projektiven Fl�ache F eine Untervariet�at der Pl�ucker-quadrik P darstellt, die wir mit P (F ) bezeichnen wollen (siehe [21, S.63]).Umgekehrt ist zu einer eindimensionalen projektiven Variet�at S � P die Men-ge FS := fx 2 IP3 j 9g 2 S x 2 gg (2.9)eine projektive Fl�ache, denn mit �S := pr�1P (S) \ �1 sieht man mit Satz 1.2.2(angewandt auf prP ) dim �S = 2 und da FS = prIP3(�S) o�enbar nicht eindi-mensional sein kann, liefert derselbe Satz dim FS = 2.Als Regel
�achen sollen hier irreduzible projektive Fl�achen bezeichnet werden,die mit jedem Punkt eine Gerade durch diesen enthalten. Die Fl�achen FS sindalso solche. Die Regel
�achen des IP3 sind durch die Bedingung dim P (F ) � 1gekennzeichnet. Eine besondere Behandlung der Regel
�achen ist hier deshalbvon Interesse, weil f�ur sie o�enbar stets dim C1;2(F ) � 1 gilt, obwohl durchausdim C1;2(F )irr = 0 oder sogar C1;2(F )irr = ; sein kann. Daher werden uns dieRegel
�achen im Kapitel 3 besondere M�uhe bereiten.Satz 2.5.1. Sei F eine von einer Ebene verschiedene Regel
�ache im IP3 undC eine irreduzible Kurve auf F . Falls C selbst eine Gerade ist, werde voraus-gesetzt, da� jeder Punkt von C auf einer weiteren Gerade von F liegt. Danngibt es zu jedem x 2 F eine Gerade g 2 P (F ) mit x 2 g und g \ C 6= ;Beweis. Die Menge KC := fg 2 P j g\C 6= ;g de�niert einenGeradenkomplex(Schnitt von P mit einer abgeschlossenen Hyper
�ache im IP5 , deren Gleichungman etwa durch geeignete Substitution aus der zugeordneten Form fC von Cerh�alt). Die Menge S := KC \ P (F ) ist eine projektive Variet�at, die nach derVoraussetzung des Satzes mindestens eindimensional ist (durch jeden Punktvon C gibt es eine von C verschiedene Gerade aus P (F ) , die ihn enth�alt).Nun ist aber P (F ) genau eindimensional, denn w�are dim P (F ) � 2, so m�u�teF ein Kegel sein und jeder ihrer Punkte eine Spitze davon, was aber nur f�urEbenen m�oglich ist (beachte, da� durch jeden Punkt von F in diesem Fall eineeinparametrige Familie von Geraden gehen mu�). Damit ist dim S = 1 undman kann die oben de�nierte Fl�ache FS (2.9) betrachten. O�ensichtlich giltFS � F , und da F irreduzibel ist, folgt FS = F , wodurch der Satz gezeigt ist.Korollar 2.5.2. Sei F eine Regel
�ache im IP3 und E eine Ebene mit E 6=F . Dann besitzt die Schnittkurve E\F h�ochstens eine irreduzible Komponente,die keine Gerade ist.Beweis. Man kann annehmen, da� F keine Ebene ist. Wir nehmen nun zweiverschiedene irreduzible Kurven C;C 0 � E\F an, die keine Geraden sind. Nungibt es ein x 2 Cn((E \ F )nC) und dazu nach Satz 2.5.1 eine Gerade g mitx 2 g � F und g\C 0 6= ; . Weil nun g zwei verschieden Punkte von E enth�alt,32



hat man g � E . Das kann aber nur im Fall g � (E \ F )nC m�oglich sein, da Cja keine Gerade ist und dies w�urde x 2 (E \ F )nC bedeuten im Widerspruchzur Wahl von x .Satz 2.5.3. Sei F eine Regel
�ache im IP3 und deg F � 3 . Dann ist P (F )eindimensional und der rein eindimensionale Anteil P (F )1 von P (F ) irredu-zibel.Beweis. Da� die Dimension von P (F ) nur im Fall einer Ebene F gr�o�er als1 sein kann, wurde bereits im Beweis von Satz 2.5.1 bemerkt. Wir nehmen nunan, da� sich P (F )1 in r � 2 irreduzible Komponenten C1 [ : : : [ Cr = P (F )1zerlegen l�a�t. Da F irreduzibel ist folgt F = FCi f�ur i = 1; : : : ; r (Bez. gem�a�(2.9)). F�ur j 6= 1 ist Mj := C1nCj nichtleer und o�en in C1 . Zu jeder Geradeg 2 Mj und jedem x 2 g gibt es eine Gerade hx 2 Cj mit x 2 hx (da F = FCj )und weil f�ur zwei verschiedene Punkte x; y 2 g hx 6= hy gilt, folgt Cj � Kg ,wobei Kg := fh 2 P j g \ h 6= ;g den speziellen linearen Geradenkomplexmit Leitgerade g darstellt. Die Polarenabbildung � : IP5 ! IP5_ bez�uglichder Pl�uckerquadrik (diese besitzt die Darstellungsmatrix der Pl�uckerquadrik alsAbbildungsmatrix) bildet P auf P_ ab. Sei Hg � IP5 diejenige Hyperebene,die dem Punkt �(g) 2 IP5_ entspricht (Hg_ = �(g)) . Dann gilt Hg = TgP undaus allgemein bekanntem �uber spezielle lineare Geradenkomplexe folgt Kg =P \ Hg . Sei D1_ := �(C1) und L_ die projektive H�ulle von D1_ (kleinsterUnterraum, welcher D1_ enth�alt). Wenn etwa die s linear unabh�angigen PunkteHg1_; : : : ; Hgs_ mit g1; : : : ; gs 2 C1 den Raum L_ aufspannen, so gilt L :=L__ = Hg1 \ : : : \ Hgs . Wegen Cj � P \ Hg f�ur alle g 2 C1nCj erh�alt manCj � L und wegen D1_ � L_ ist sicherlich dim L_ � 1.1. Fall: dim L_ = 1Dann ist C1 = ��1(D1_) eine Gerade (da � Projektivit�at). Demnach bilden diezu C1 geh�origen Geraden ein in einer Ebene E � IP3 gelegenes Geradenb�uschel.Das w�urde aber E � F bedeuten, was unm�oglich ist.2. Fall: dim L_ � 3In diesem Fall folgt dim L = 1, so da� Cj notwendigerweise eine Gerade ist,und man erh�alt denselben Widerspruch wie im ersten Fall.3. Fall: dim L_ = 2Nun ist C1 in der Ebene R := ��1(L_) � IP5 enthalten. Im Unterfall R 6� Pist C1 ein Kegelschnitt auf P . In diesem Fall sieht man deg F = 2, da f�ur einebeliebige Gerade h 2 P der Komplex Kh den Kegelschnitt C1 enth�alt oder inzwei Elementen schneidet. Wegen F = FC1 bedeutet dies aber entweder h � Foder card(h\F ) � 2, woraus mit Satz 2.1.3 deg F � 2 folgt. F�ur den Fall, da�R � P gilt, liegen entweder alle Geraden von R in einer festen Ebene E � IP3 ,woraus sich abermals der Widerspruch E � F ergibt, oder alle Geraden von Rgehen durch einen festen Punkt x 2 IP3 und F ist folglich ein Kegel mit Spitzex . Da es nach Voraussetzung auf F noch eine Gerade l � F mit x 62 l geben33



mu�, sieht man, da� nun die Verbindungsebene von x und l in F enthaltenist (durch jeden Punkt von l gibt es eine Gerade von C1 ), was wiederum nichtsein kann.Es wird an den letzten Paragraphen erinnert, in dem Torsen als irreduzibleprojektive Fl�achen des IP3 eingef�uhrt wurden, deren duale Variet�at eine Kurveim IP3_ ist.Satz 2.5.4. Sei F eine Torse. Dann ist der Ber�uhrort jeder Ebene E_ 2 F_eine Gerade von F . Insbesondere ist also F eine Regel
�ache.Beweis. Die Conormale Variet�at CF der Fl�ache F ist ebenfalls zweidimensio-nal (vgl. Beweis von Satz 1.6.4). Daher gilt f�ur alle E_ 2 F_ : dim ContEF =1. Also ist fContEF j E_ 2 F_g eine algebraische Familie. Betrachte die nachSatz 2.2.2 existierende Abbildung � : F_ ! C1;d(F ) . Nach Satz 1.6.3 und 2.2.2ist d = 1. Aus ContEF = suppZ�(E_) folgt nun die Behauptung.Als n�achstes soll gezeigt werden, da� f�ur Regel
�achen F der singul�are OrtSingF stets eindimensional ist. Zur Vorbereitung dient folgendes wichtige Lem-ma, das auch im weiteren Verlauf so h�au�g verwendet wird, da� nicht jedesmalBezug darauf genommen werden kann. Die Schnitte einer Hyper
�ache X miteiner Hyperebene H werden wir des �ofteren als einen Divisor von H au�as-sen, und zwar auf folgende Weise: Das homogene Polynom f (ohne mehrfacheFaktoren), dessen Nullstellenmenge X ist, induziert auf H einen sogenanntenlokalen Hauptdivisor von H (siehe [21, S.132]). Die Vielfachheiten seiner Kom-ponenten ermittelt man am einfachsten, indem man Koordinaten so w�ahlt, da�H = V (xn) gilt, und die Vielfachheiten der irreduziblen Faktoren des Poly-noms fjxn=0 := f(x0; : : : ; xn�1; 0) 2 k[x0; : : : ; xn�1] betrachtet. Um diesen Di-visor vom mengentheoretischen Schnitt X \H zu unterscheiden, schreiben wir:(X \ H)div (vgl. Bemerkung 2.1.6). Man erinnere sich an die De�nition derVielfachheit �x(D) eines Punktes x bez�uglich eines Divisors D ((1.2), (2.1)).Lemma 2.5.5. Sei X eine Hyper
�ache und H eine Hyperebene im IPn .Dann gilt f�ur x 2 H :(a) �x(X) � �x((X \H)div)(b) �x(X) < �x((X \H)div) () H � TCxFBeweis. W�ahle Koordinaten so, da� x = (1; 0; : : : ; 0) und H = V (xn) ist. Istnun X Nullstellenmenge des Polynoms f , so besitzt f die Form (vgl Paragraph1.5): f = xm�s0 gs + xm�s�10 gs+1 + : : :+ gm
34



wobei gi 2 k[x1; : : : ; xn] homogen vom Grad i sind. Nun entspricht dem Divisor(X \H)div das homogene Polynomfjxn=0 = xm�s0 gsjxn=0 + : : :+ gmjxn=0woraus die Behauptung des Lemmas wegen TCxF = V (gs) folgt (beachte, da�gsjxn=0 � 0 genau dann gilt, wenn gs von xn geteilt wird).Satz 2.5.6. F�ur eine Regel
�ache F mit deg F � 3 gilt dim SingF = 1 oderF ist ein Kegel.Beweis. Sei zun�achst F eine von einem Kegel verschiedene Torse (d.h. esgilt dim F_ = 1). Sei g � F eine Erzeugende, d.h. es gebe eine EbeneE � IP3 mit g = ContEF . Da sicherlich F_ irreduzibel (wende Satz 1.2.1auf die Abbildung � aus Paragraph 2.4 an) und daher F_ 6� g_ ist, gibtes eine Ebene E 0_ 2 g_nF_ . Diese schneidet F in g und einer weiterenKurve C und es gibt einen Punkt x 2 C \ g . F�ur einen solchen gilt aber�x((F \ E 0)div) = �x(C) + �x(g) � 2. W�are x regul�ar, so w�are E 0 = TxF(Lemma 2.5.5) im Widerspruch zur Wahl E 0_ 62 F_ . Damit gibt es auf jederErzeugenden von F einen singul�aren Punkt, und da F kein Kegel ist, folgtdim SingF = 1.Nun betrachten wir den Fall dim F_ = 2. Es wird wieder die Abbildung� : F sm ! F_ aus Paragraph 2.4 verwendet. Nach Satz 2.4.1 ist U :=F smn(H [��1(SingF_ )) o�en und nichtleer (H= Hesse
�ache!). Sei g � Feine Gerade mit g \ U 6= ; . Derartige Geraden bilden eine nichtleere o�eneTeilmenge von P (F ) . Zu x 2 g \ U betrachte man die Ebene E := TxF . SeiC der Divisor mit (F \ E)div = g + C . Nach Satz 2.1.4 ist deg C � 2. Nunist �x(g + C) = 2, denn w�are �x(g + C) � 3, so w�are TxF in der quadra-tischen Polaren QxF enthalten (siehe (2.6)), also x parabolisch im Gegensatzzur Wahl x 62 H . Daher gilt �x(C) = 2 � �x(g) = 1. Die Tangente TxC istvon g verschieden, da sie genauso wie g eine Haupttangente ist (siehe (2.6))und x kein parabolischer Punkt ist. Nun ergibt Satz 2.1.5 (C; g)x = 1 und nachSatz 2.1.4 gibt es wegen deg C � 2 einen von x verschiedenen Schnittpunkt yzwischen g und C . Aus (TxF )_ 62 SingF_ ergibt sich, da� der Ber�uhrort vonTxF und F gerade x ist und daher liefert Lemma 2.5.5 y 2 SingF (wegen�y((F \ E)div) = �y(g) + �y(C) � 2). Also enthalten alle bis auf endlich vie-le Geraden auf F einen singul�aren Punkt, woraus wiederum dim SingF = 1folgt.Als weitere Anwendung von Lemma 2.5.5 wird schlie�lich noch ein Satz an-gef�ugt, den man sehr einfach aus Korollar 2.5.2 erh�alt und der im Kapitel 3zahlreiche Anwendungen �ndet. Es wird daran erinnert, da� hier unter einemKegelschnitt stets eine irreduzible Kurve zweiter Ordnung verstanden wird. Dieeindeutig bestimmte Ebene des IP3 , in der diese liegt, wird als die zugeh�origeTr�agerebene bezeichnet. 35



Satz 2.5.7. Sei F eine Regel
�ache vierter Ordnung im IP3 und C2 � Fsowie C2 6� SingF ein Kegelschnitt mit Tr�agerebene E . Dann gibt es (eventuell�ubereinstimmende) Geraden g1; g2 � F , so da� (F \ E)div = C2 + g1 + g2 gilt.Beweis. Angenommen, es w�are (F \E)div = C2 +C 02 mit einem KegelschnittC 02 , so ist C2 = C 02 nach Korollar 2.5.2. Wegen C2 6� SingF ist aber auch diesnicht m�oglich, denn f�ur einen (bez�uglich F ) regul�aren Punkt x 2 C2 erh�alt manaus der Bedingung �x((F \ E)div) = �x(2C2) = 2 mit Lemma 2.5.5 TxF = E .Nun existiert eine Gerade g � F mit x 2 g , da F eine Regel
�ache ist, und esergibt sich der Widerspruch g = Txg � TxF = E . Wegen deg (F \ E)div = 4bleibt daher nur noch die im Satz angegebene M�oglichkeit �ubrig.
2.6 Sonstige Hilfss�atzeSatz 2.6.1. Sei F eine irreduzible Fl�ache im IP3 mit einer irreduziblen KurveC � Sing rF (Bez. siehe 1.5), die aber nicht in Sing r+1F enthalten ist, f�urein r 2 IN gegeben. Dann gilt f�ur alle x 2 CsmnSing r+1F (o�en in C !):(TCxF )_ � (TxC )_;d.h. TCxF zerf�allt in Ebenen durch TxC .Beweis. Der Nachweis wird durch vollst�andige Induktion �uber r gef�uhrt. ImFall r = 1 ist die Behauptung des Satzes sofort klar, da nun TCxF = TxF gilt.F�ur r � 2 nehme man die G�ultigkeit des Satzes f�ur alle s � r� 1 an. Zun�achstsei bemerkt, da� TxC � TCxF f�ur alle x 2 Csm (�)gilt. Denn das irreduzible homogene Polynom f , dessen Nullstellenmenge Fist, ist auf Grund von C � F im homogenen Ideal I(C) enthalten. Schreibtman f�ur x 2 Csm das Polynom f in der Gastalt (1.1), so gilt nach De�nitiondes Tangentenkegels TCxC � V (fd�m) = TCxF . Unter Ber�ucksichtigung vonTxC = TCxC folgt (�).Sei nun F und C mit C � Sing rF ; C 6� Sing r+1F und x 2 CsmnSing r+1Fgegeben. Da der Satz f�ur m := deg F � 2 klar ist (hier gilt stets r = 0, daF h�ochstens eine Singularit�at besitzt), kann man m > 2 annehmen und Ko-ordinaten so w�ahlen, da� x = (1; 0; 0; 0) und TxC = V (fx2; x3g) ist. Es folgtf = xm�r0 gr+xm�r�10 gr+1+ : : :+gm mit gi 2 k[x1; x2; x3] homogen vom Grad iund gr 6� 0 (also TCxF = V (gr)). Es ist zu zeigen, da� nun sogar gr 2 k[x2; x3]ist. Nehme zun�achst @gr@x2 6� 0 an.Mit D bezeichnen wir den zur homogenen Form @f@x2 geh�origen Divisor: D =36



Pli=1 kiDi , wobei Di Primdivisoren (= irreduzible Fl�achen) sind. Die Charak-terisierung (1.2) der Vielfachheiten �x(X) bleibt, wie schon bemerkt, auch f�urDivisoren des IPn richtig, so da� f�ur alle y 2 C �y(D) � r � 1 und wegen@gr@x2 6� 0 dar�uberhinaus �x(D) = r � 1 = lXi=1 ki �x(Di)| {z }=:ri (��)gilt (Bemerkung im Anschlu� an Gleichung (1.2)). Seien nun si die eindeutigbestimmten Zahlen mit C � Sing siDi und C 6� Sing si+1Di . Zun�achst giltsicherlich ri � si f�ur i = 1; : : : ; l . Angenommen es g�abe ein i0 mit ri0 > si0 .Dann m�u�te es auch eine nichtleere o�ene Menge U � Csm geben, so da� f�uralle y 2 U die Vielfachheit �y(D) kleiner als r � 1 ist (nach (��)), was aberbereits ausgeschlossen wurde. Damit gilt ri = si und si � r � 1. Nun kannman f�ur ri > 0 die Induktionsvoraussetzung auf die Fl�achen Di und die KurveC anwenden, denn es gilt f�ur alle i : x 2 Sing riDi und x 62 Sing ri+1Di . Aus(TCxDi )_ � (TxC )_ folgt wegen TCx(D1 [ : : : [Dr) = V ( @gr@x2 ) zun�achst @gr@x2 2k[x2; x3] . Auf v�ollig analoge Weise sieht man @gr@x3 2 k[x2; x3] . Nun schreibtman gr = �xr1 + xr�11 h1 + : : : + hr mit hi 2 k[x2; x3] . Aus @gr@x2 2 k[x2; x3]oder @gr@x2 � 0 folgt h1; : : : ; hr�1 2 k[x3] und aus derselben Bedingung f�ur dieAbleitung nach x3 andererseits h1; : : : ; hr�1 2 k[x2] , also h1; : : : ; hr�1 � 0(beachte, da� die K�orpercharakteristik von k Null ist). Man erh�alt gr = hr+�xr1mit hr 2 k[x2; x3] und � 2 k . Aus (�) folgt nun � = 0 womit der Satz gezeigtist.Korollar 2.6.2. Sei F eine irreduzible projektive Fl�ache im IP3 und T_ �F_ eine eindimensionale abgeschlossene Untervariet�at der dualen Variet�at vonF . Dann gibt es eine nichtleere o�ene Menge gT_ von T_ , so da� f�ur alleE_ 2gT_ die Enthaltenseinsbeziehung ContEF � ContET gilt (T := T__ ).Beweis. F�ur dim F_ = 1 folgt T_ = F_ und die Behauptung ergibt sichaus der Bidualit�at von F . Im Fall dim F_ = 2 gibt es eine nichtleere o�eneMenge gT_ � (T_)sm derart, da� f�ur alle E_ 2 gT_ dim ContEF = 0 undnach Satz 2.6.1 weiterhin (TCE_F_ )_ � (TE_T_ )_ gilt. Nun liefert Teil (b)von Satz 1.6.2 ContEF = (TCE_F_ )_ und Teil (a) des gleichen Satzes ergibt(TE_T_ )_ � ContET (vgl. auch Beweis von Satz 1.6.3), was zusammengenom-men die Behauptung des Korollars ergibt.Bemerkung: T ist eine Torse oder Gerade. Nach Satz 2.5.4 ist daher ContEFf�ur die betre�enden Ebenen E in einer Geraden enthalten.Satz 2.6.3. Sei fCs j s 2 Sg eine eindimensionale irreduzible algebraischeFamilie von irreduziblen ebenen Kurven Cs mit deg Cs > 1 . Dann ist T_ :=37



fE_ 2 IP3_ j 9s 2 S : Cs � Eg eine irreduzible Variet�at mit dim T_ � 1 , diewir Variet�at der Tr�agerebenen von fCs j s 2 Sg nennen.Beweis. Sei I � IP3_ � IP3 die Inzidenzrelation: (E_; x) 2 I :() x 2 E .O�ensichtlich ist I eine projektive Variet�at. Die Parametervariet�at S sei inIPm enthalten und � � IP3 � S die abgeschlossene Menge, durch welche diegegebene algebraische Familie de�niert ist. Betrachte die Variet�at A := (IP3_��) \ (I � S) � IP3_ � IP3 � IPm . Da prIP3_�IPm auf A regul�ar ist, ist auchB := prIP3_�IPm(A) eine Variet�at (Satz 1.2.1 (d)). Nach Satz 1.2.2 ist die MengeC := f(E_; s) 2 IP3_ � S j dim (pr�1IP3_�IPm(E_; s) \ A) � 1g abgeschlossen inB , und daher ist mit dem gleichen Argument wie oben auch D_ := prIP3_(C)eine Variet�at.Behauptung: T_ = D_ .`T_ � D_ ': Zu E_ 2 D_ gibt es ein s 2 S mit dim (pr�1IP3_�IPm(E_; s)\A) � 1.Das hei�t aber dim (E\Cs) � 1 und weil Cs irreduzibel ist, erh�alt man Cs � Ealso E_ 2 T_ .`T_ � D_ ': Zu E_ 2 T_ gibt es ein s 2 S mit Cs � E . Demzufolge giltdim (pr�1IP3_�IPm(E_; s) \ A) � 1 und folglich E_ 2 D_ .Um dim T_ � 1 zu zeigen, wird zun�achst bemerkt, da� f�ur alle s 2 S wegender Irreduzibilit�at von Cs und deg Cs > 1 die Faser pr�1S (s)\B (in IP3_� S)nulldimensional ist, weil somit Cs nur in einer Ebene liegen kann. Da nun dieParametervariet�at S nach Voraussetzung eindimensional ist, folgt dim B = 1und daraus dim T_ � 1.W�are T_ reduzibel, so notwendigerweise nach De�nition von D_ auch C . Dadie Einschr�ankung der Projektion prS auf C jedoch injektiv ist, kann dies aufGrund der Irreduzibilit�at von S nicht sein.

38



Kapitel 3Klassi�kation
Nun wenden wir uns der Klassi�kation der Quartiken F4 (irreduzible projektiveFl�achen des IP3 von viertem Grad) zu, welche eine einparametrige algebraischeFamilie von Kegelschnitten besitzen, f�ur die also dim C1;2(F4)irr � 1 gilt. Un-ter Kegelschnitten werden stets irreduzible Kurven zweiter Ordnung verstan-den. Das Symbol Fd verwenden wir durchgehend f�ur irreduzible Fl�achen desIP3 , falls es n�otig ist, ihre Ordnung d hervorzuheben, w�ahrend die irreduziblenKurven des dreidimensionalen Raumes durch Cd bezeichnet werden. Falls klarist, um welchen Grad es sich handelt oder wenn dieser unwichtig ist, schreibenwir allerdings kurz: F bzw. C . Bei der Verwendung des Begri�s Quartik sollauch durchweg angenommen werden, da� es sich nicht um einen Kegel handelt.Man sieht n�amlich leicht, da� letztere �uberhaupt keine Kegelschnitte enthalten,und daher in dieser Klassi�kation generell ausscheiden (Ebenen, welche die Ke-gelspitze nicht enthalten schneiden in einer irreduziblen Kurve 4. Ordnung, die�ubrigen aber in lauter Geraden durch die Spitze).Im ersten Paragraphen des Kapitels werden diejenigen Quartiken behandelt, dieh�ochstens isolierte Singularit�aten besitzen, d.h. f�ur die dim (SingF ) = 0 oderSingF = ; ist. Es wird sich dort zeigen, da� in letzterem Fall keine derartigenQuartiken existieren, w�ahrend es zwei Typen mit isolierten Singularit�aten gibt.Darauf wird eine Einteilung der Quartiken mit eindimensionalem singul�aremOrt vorgenommen. Entsprechend dieser Einteilung werden anschlie�end die Di-mension von C1;2(F )irr und | soweit m�oglich | die Zahl der irreduziblenKomponenten davon ermittelt. Eine gro�e Hilfe hierbei wird die Klassi�kations-methode von C. Segre sein, bei der Quartiken als Projektion einer Schnitt
�achevon zwei Quadriken des IP4 von einem nicht auf dieser gelegenen Punkt aufeine Hyperebene dargestellt werden. Die allgemeinen Aspekte dieser Methodewerden in Paragraph 3.4 behandelt.
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3.1 Quartiken mit h�ochstens isolierten Singularit�atenIn diesem Paragraphen sei fKs j s 2 Sg stets eine einparametrige algebraischeFamilie von Kegelschnitten, die auf der Quartik F liegen. Nach Satz 2.2.2 undSatz 1.2.1 (c) k�onnen wir o.B.d.A. S � C1;2(F )irr und S als irreduzibel anneh-men. Nach Satz 2.6.3 ist die Menge T_ � IP3_ der zugeh�origen Tr�agerebeneneine eindimensionale irreduzible Variet�at. Die (abgeschlossene) Inzidenzrela-tion I := f(x; E_) 2 F � T_ j x 2 Eg de�niert die algebraische FamiliefF \ E j E_ 2 T_g der ebenen Schnitte von F mit Ebenen aus T_ .Satz 3.1.1. Falls die Quartik F h�ochstens isolierte Singularit�aten besitzt, sogibt es eine nichtleere o�ene Teilmenge gT_ � T_ , derart da� f�ur alle E_ 2gT_der Schnitt F \ E aus zwei Kegelschnitten KE und RE besteht, von denennat�urlich zumindest einer (o.B.d.A. KE ) zur Familie fKs j s 2 Sg geh�ort.Beweis. Nach De�nition der Menge T_ enth�alt jeder Schnitt F \ E f�ur eineEbene E_ 2 T_ einen Kegelschnitt KE 2 fKs j s 2 Sg . Die `Restkurve' RE :=F \ EnKE ist f�ur Ebenen aus einer nichtleeren o�enen Teilmenge von T_ auchtats�achlich eine solche, d.h. nichtleer, und wir k�onnen o.B.d.A. annehmen, da�T_ bereits auf diese Untervariet�at verkleinert worden ist. Denn im Fall RE = ;berechnet man f�ur x 2 KE : �x((F \ E)div) = �x(2KE) = 2. Nach Lemma2.5.5 gilt daher wegen KE 6� SingF notwendigerweise KE = ContEF . Weil Fnach Satz 2.5.4 und 2.5.6 sicherlich keine Torse ist, kann dies nach Satz 1.6.4nur f�ur endlich viele Ebenen eintreten.Wir nehmen nun an, da� RE f�ur alle Ebenen E_ 2 T_ reduzibel ist.1. Fall: RE ist f�ur alle Ebenen aus T_ eine Gerade gE .Der Divisor (F \ E)div ist von 4. Grad. Daher gilt (F \ E)div = KE + 2gE ,woraus �x((F \ E)div) � 2 f�ur alle x 2 gE resultiert. Wegen gE 6� SingFhei�t das aber nach Lemma 2.5.5 gE = ContEF und dies kann, da F keineTorse ist, nur f�ur endlich viele Ebenen eintreten (Satz 1.6.4). Also ist der ersteFall nicht m�oglich.2. Fall: Es gibt eine nichtleere o�ene Menge gT_ � T_ so, da� RE aus zweiverschiedenen Geraden gE; hE besteht.W�urde es nur endlich viele Geraden auf F geben, so auch nur endlich vieleEbenen, die zwei verschiedene Geraden von F enthalten. Demnach mu� F eineRegel
�ache sein, was abermals Satz 2.5.6 widerspricht.Nun kann man o.B.d.A. annehmen, da� die Parametervariet�at der algebraischenFamilie fKs j s 2 Sg hinreichend verkleinert ist, so da� f�ur die zugeh�origeVariet�at T_ die Restkurve RE stets ein Kegelschnitt ist. Um den zentralenSatz dieses Paragraphen zu beweisen, ben�otigen wir einige Lemmata. Zun�achstbesch�aftigen wir uns dabei mit dem Fall, da� es einen Punkt x 2 F gibt, der f�uralle E_ 2 T_ im Schnitt KE \ RE enthalten ist. Ein solcher Punkt ist wegen40



�x((F \ E)div) = 2 gem�a� Lemma 2.5.5 singul�ar f�ur F . W�ahlt man x als er-sten Koordinatengrundpunkt A0 , also x = (1; 0; 0; 0), so erh�alt das irreduziblehomogene Polynom f , dessen Nullstellenmenge F ist, die Gestalt:f = x20u2 + 2x0u3 + u4 (3.1)wobei u2; u3; u4 2 k[x1; x2; x3] , u2 6� 0, homogen von den Graden 2, 3 bzw. 4sind. Die Diskriminante der Gleichung �2u4 + 2�u3 + u2 = 0 bez�uglich � istu := u2u4 � u23 . Den Kegel UKxF := V (u) nennt man den Umri�kegel vonx an F (siehe [2, S.24]). Die Erzeugenden dieses Kegels sind genau diejenigenGeraden durch x , die F in h�ochstens einem weiteren Punkt schneiden (und zwarmit 2{facher Vielfachheit), oder ganz auf F liegen. In den folgenden S�atzen undLemmata bezeichnen ui; vi; wi stets homogene Formen der Grade i und f seidas (bis auf einen skalaren Faktor eindeutig bestimmte) irreduzible homogenePolynom, dessen Nullstellenmenge F ist.Lemma 3.1.2. Der Punkt x 2 F sei f�ur alle E_ 2 T_ im Schnitt KE \ REenthalten und es sei stets TxKE = TxRE =: gE . Ferner sei TCxF irreduzibel.Dann kann man Koordinaten so w�ahlen, da� x = (1; 0; 0; 0) ,f = (x0 + u1)2u2 + u4 mit u1; u2; u4 2 k[x1; x2; x3] ;TCxF = V (u2) und UKxF = TCxF [ V (u4) gilt.Beweis. TCxF = V (u2) ist ein irreduzibler quadratischer Kegel. Zun�achst istE \ TCxF = gE , also (E \ TCxF )div = 2gE f�ur alle E_ 2 T_ . Denn gE istjweils die einzige Gerade in der Ebene E , f�ur deren Schnitt mit F der Punktx mindestens dreifache Nullstelle ist, und hierdurch sind die Erzeugenden vonTCxF gerade gekennzeichnet. Da nun E_ 2 (TCxF )_ f�ur alle Ebenen aus T_folgt, erh�alt man T_ = (TCxF )_ . Nun ist x aber f�ur den Schnitt gE \ Fsogar vierfache Nullstelle und da die gE nun alle bis auf h�ochstens endlich vieleErzeugenden von TxF durchlaufen, folgert man, da� die Form u2 aus Gleichung(3.1) u3 teilen mu�. Dazu betrachtet man gE durch die Parameterdarstellungz = (1; 0; 0; 0) + %(0; y1; y2; y3) (% 2 k ) gegeben und beachte, da� in f(z) dieKoe�zienten sowohl von %2 als auch von %3 , also u2(y1; y2; y3) und u3(y1; y2; y3)verschwinden m�ussen. Daher gilt nicht nur gE � V (u2) sondern auch gE �V (u3) und es folgt TCxF = T__ � V (u3) . Hieraus ergibt sich f�ur f die Form:f = x20u2+2x0u1u2+v4 mit u1; u2; v4 2 k[x1; x2; x3] . Setzt man u4 := v4�u2u21 ,so gilt UKxF = V (u2u4) , und es folgt die Behauptung.Lemma 3.1.3. Der Punkt x 2 F sei f�ur alle E_ 2 T_ im Schnitt KE \ REenthalten und es sei stets TxKE = TxRE =: gE . Ferner sei TCxF reduzibelund es gebe E1_; E2_ 2 T_ mit gE1 6= gE2 . Dann kann man Koordinaten sow�ahlen, da� x = (1; 0; 0; 0) ,f = (x0x3 + u2)2 + u4 mit u2; u4 2 k[x1; x2; x3] ;TCxF = V (x3) und UKxF = TCxF [ V (u4) gilt.41



Beweis. TCxF zerf�allt in ein oder zwei Ebenen. Wie im Beweis von Lemma3.1.2 sieht man E \ TCxF = gE f�ur alle E_ 2 T_ . Da nun gE1 6= gE2 ist,mu� der Tangentenkegel TCxF mit der Verbindungsebene der beiden GeradengE1 und gE2 �ubereinstimmen. Die Grundpunkte des Koordinatensystems seienA0; : : : ; A3 . Es ist bereits x = A0 gew�ahlt. Die Punkte A1; A2 k�onnen jedochnoch in die Ebene TCxF gelegt werden, so da� TCxF = V (x3) gilt. Wie imBeweis des obigen Lemmas sieht man, da� die Form u3 aus (3.1) von x3 geteiltwerden mu�, und man erh�alt f�ur f bei geeigneter Normierung des Koordina-tensystems: f = x20x23 + 2x0x3u2 + v4 mit u2; v4 2 k[x1; x2; x3] . Setzt manu4 := v4 � u22 , so folgt die Behauptung.Lemma 3.1.4. Der Punkt x 2 F sei f�ur alle E_ 2 T_ der einzige ge-meinsame Punkt von KE und RE und es sei TxKE = TxRE =: g einevon E unabh�angige feste Gerade. Dann kann man Koordinaten so w�ahlen, da�x = (1; 0; 0; 0) ,f = (x23 + 2x0x1 + u2)2 + u4 mit u2; u4 2 k[x1; x2] ;TCxF = V (x1); g = V (fx1; x2g) und UKxF = TCxF [ V (u4) gilt.Beweis. Wie im Beweis der beiden vorigen Lemmata gilt TCxF \ E = g f�urjede Ebene E_ 2 T_ � g_ . Daran erkennt man, da� TCxF in Ebenen durch gzerf�allt. Nun gilt aber auch UKxF \E = g f�ur alle Ebenen aus T_ . Denn g�abees eine Gerade h � UKxF \ E; h 6= g , so w�urde diese KE [RE in genau zweiPunkten schneiden (siehe Charakterisierung des Umri�kegels) und man h�atteeinen Widerspruch zur Voraussetzung KE\RE = fxg . Also zerf�allt auch UKxFin Ebenen durch g . W�ahlt man den Koordinatengrundpunkt A3 2 gnA0 , so giltg = V (fx1; x2g) und man hat zun�achst:f = x20v2 + 2x0v3 + v4 mit v2 2 k[x1; x2] und v3; v4 2 k[x1; x2; x3]Wegen A3 2 g � V (v3) l�a�t sich v3 schreiben als v3 = x23u1 + x3u2 + u3 mitu1; u2; u3 2 k[x1; x2] . Die Form v4 besitzt eine Darstellung v4 = �x43 + x33w1 +x23w2 + x3w3 + w4 mit wi 2 k[x1; x2] f�ur i = 1; 2; 3; 4, � 2 k . W�are � = 0, sow�urde A3 2 F im Widerspruch zu g \ F = fxg und A3 2 gnfxg folgen. Mankann daher o.B.d.A. � = 1 annehmen. Da der Umri�kegel in Ebenen durchg zerf�allt, mu� die Form v2v4 � v23 aus k[x1; x2] sein. Daraus folgt nun durchKoe�zientenvergleich bez�uglich x3 : v2 = u21; v2w1 = 2u1u2; v2w2 = u22+2u1u3und v2w3 = 2u2u3 . Wegen v2 6� 0 gilt u1 6� 0 und man erh�alt: 2u2 = u1w1und 2u3 = u1(w2 � 14w21) , also v3 = u1(x23 + 12x3w1 + 12(w2 � 14w21)) . Nach derKoordinatentransformation x03 := x3 + 14w1 erreicht man v3 = u1(x023 + t2) mitt2 := 12w2 � 316w21 2 k[x1; x2] . Bei der Koordinatentransformation bleiben A0und A3 fest. Legt man nun den Koordinatengrundpunkt A2 in den SchnittTCxF \ V (x03) (und l�a�t die Striche in der Bezeichnung wieder weg), so erh�altman u1 = x1 also f = x20x21+2x0x1(x23+ t2)+v4 = (x0x1+x23+ t2)2+u4 , wobei42



u4 := v4 � (x23 + t2)2 2 k[x1; x2] , da u21u4 = v2v4 � v23 2 k[x1; x2] gilt. Durchgeeignete Umnormierung des Koordinatensystems folgt die Behauptung.Lemma 3.1.5. Der Punkt x 2 F sei f�ur alle E_ 2 T_ einer von h�ochstenszwei Punkten aus KE \ RE und es sei stets TxKE = TxRE =: gE . Ferner seider Abschlu� T_ der Variet�at der Tr�agerebenen keine Gerade in IP3_ . Danngilt mit den Bezeichnungen K := UKxF nTCxF und T := T__ f�ur den KegelK :(a) deg K = 1 falls T 6� K ,(b) deg K � 2 falls T � K .Beweis. Nimmt man das Gegenteil der Behauptung an ( deg K > 1 fallsT 6� K und deg K > 2 falls T � K ), so gibt es zun�achst eine nichtleereo�ene Teilmenge gT_ � T_ , so da� zu jeder Ebene E aus gT_ die zugeh�ori-ge Gerade gE keine Erzeugende von K ist (beachte gE � TCxF 6� K ) undE \ K mehr als eine Erzeugende von K erh�alt. Denn w�urden alle E_ 2 T_den Kegel K in nur einer Erzeugenden schneiden, so w�urde im Fall, da� Kirreduzibel ist, E l�angs dieser ber�uhren, woraus T_ = K_ , also T = K folgt,und man kann sich auf den Fall (b) beschr�anken. F�ur eine Ebene G 63 x w�aredann C := K \ G eine irreduzible ebene Kurve mindestens dritten Grades,deren s�amtliche Tangenten sie mindestens dreifach ber�uhren. Betrachtet mandie `Hessekurve' H dieser Kurve (de�niere diese analog zur Hesse
�ache einerFl�ache in Paragraph 2.4), so sieht man an Gleichung (2.6) (nach Modi�kationf�ur den zweidimensionalen Fall), da� C � H gilt. In Analogie zu Satz 2.4.1w�are C_ nulldimensional, folglich auch K_ . Damit w�urde dim T_ = 0 im Wi-derspruch zu unserer Voraussetzung gelten.Ist K reduzibel, so stimmen unter der Annahme, da� E \ K stets nur eineGerade ist, wegen deg T_ > 1 alle irreduziblen Komponenten von K auf einereinparametrigen Familie von Geraden durch x �uberein, so da� sich ein Wider-spruch zur Reduzibilit�at von K ergibt.Also liegen in jeder Ebene E_ 2 gT_ mindestens zwei von gE verschiedene,auf K gelegene Geraden durch x , die (weil sie Erzeugende des Umri�kegelssind) KE [ RE je in nur einem von x verschiedenen Punkt schneiden. Diesm�ussen aber Schnittpunkte von KE und RE sein, also card(KE \RE) � 3 imWiderspruch zur Voraussetzung.Lemma 3.1.6. Die Variet�at T_ der Tr�agerebenen sei in der dualen Variet�atF_ von F enthalten. Weiter sei C 0 := ��1(T_) (Bez. siehe (2.8)) und C dieparabolische Kurve von F (siehe Paragraph 2.4). Dann gilt: dim (C 0 \C) = 0 .Beweis. Angenommen es, g�abe eine Kurve C 00 � C 0 \ C , die wir o.B.d.A. alsirreduzibel betrachten k�onnen. Zu x 2 C 00 sei Ex := TxF . Da x parabolischist, stimmen die Haupttangenten in x �uberein, d.h. gx := TxKEx = TxREx .43



Nun sind KEx und REx Kegelschnitte also gx \ F = fxg , woraus nach Satz2.4.4 gx = TxC 00 f�ur alle x 2 C 00 folgt. Nach Satz 2.4.3 ist somit E_ := �(C 00)eine einzige Ebene mit C 00 � ContEF . Nach unseren Voraussetzungen �uberT_ (siehe Anschlu� an Satz 3.1.1) gilt nun aber E_ 62 T_ im Widerspruch zuC 00 � C 0 .Satz 3.1.7. Die Quartik F besitze h�ochstens isolierte Singularit�aten (d.h.SingF = ; oder dim SingF = 0) und eine einparametrige algebraische Fa-milie von Kegelschitten fKs j s 2 Sg . Dann l�a�t sich die Gleichung von F aufeine der beiden folgenden Formen transformieren:f = (2x0x3 + u2)2 + x1x2(x1 + x2)(x1 + ax2) = 0 (3.2)mit a 6= 1; 0 und u2 2 k[x1; x2] oderf = (x23 + 2x0x1 + u2)2 + x2(x1 + x2)(x1 + ax2)(x1 + bx2) = 0 (3.3)mit a 6= 1; b 6= 1 und a 6= b sowie u2 2 k[x1; x2] . Alle Ebenen von T_ gehendurch die Gerade g := V (fx1; x2g) . Im Fall von (3.2) besitzt F zwei singul�arePunkte auf g ((1; 0; 0; 0) und (0; 0; 0; 1)), in welchen sich die beiden Kegel-schnitte KE und RE (gem�a� Satz 3.1.1) f�ur alle Ebenen aus T_ ber�uhren, undeventuell zwei weitere Singularit�aten. Im Fall von (3.3) gibt es genau eine Sin-gularit�at x = (1; 0; 0; 0) auf F . In dieser ber�uhren sich die Kegelschnitte KEund RE f�ur s�amtliche Ebenen E . Weiterhin ist x der einzige Punkt im SchnittKE \RE und die Tangente TxKE = TxRE ist die von E unabh�angige Geradeg = V (fx1; x2g) .Beweis. Behauptung 1: Es gibt eine nichtleere o�ene Teilmenge gT_ � T_ mitder Eigenschaft, da� f�ur alle E_ 2gT_ card(KE \RE) � 2 gilt.Der Beweis der Behauptung 1 verwendet des �ofterenKE \RE � (E \ SingF ) [ ContEF ; (�)was nach Lemma 2.5.5 gilt. Sei SingF = fz1; : : : ; zrg . Von den Schnittpunktenzweier Kegelschnitte sind keine drei kollinear. Somit k�onnen h�ochstens zwei derPunkte (o.B.d.A. seien dies z1; z2 ) Schnittpunkte von KE und RE f�ur alleEbenen von T_ sein.1. Fall: T_ � z1_ \ z2_ .Sei g die Verbindungsgerade von z1 und z2 . Es gilt T_ � g_ . Es gibt nuneine nichtleere o�ene Menge gT_ � T_ , so da� E \ SingF = fz1; z2g undContEF � g = T__ (Korollar 2.6.2) f�ur alle Ebenen E_ 2 gT_ gilt. Ausg \ F = fz1; z2g und (�) folgt Behauptung 1.2. Fall: T_ � z1_ und T_ 6� z2_ .Sei T := T__ . Es gibt nun eine nichtleere o�ene Teilmenge gT_ � T_ mit derEigenschaft, da� f�ur alle Ebenen E_ 2gT_ die Beziehungen E \ SingF = fz1g44



und ContEF � ContET (Korollar 2.6.2) gelten. Da T ein Kegel mit Spitze z1oder eine Gerade ist, mu� ContET eine Gerade durch z1 sein. Damit enth�altContEF h�ochstens einen von z1 verschiedenen Punkt, da die Schnittgleichungeiner Gerade durch z1 mit F nur zwei von z1 verschiedene L�osungen besitzt,die hier zusammenfallen m�ussen. Zusammen mit (�) folgt wieder Behauptung1.3. Fall: T_ 6� z1_ und T_ 6� z2_�Uber T := T__ wei� man in diesem Fall lediglich, da� es sich um eine Torse odereine Gerade handelt. Auf jeden Fall gibt es wieder eine nichtleere o�ene MengegT_ � T_ , deren Ebenen E keine Singularit�at von F enthalten. Schnittpunktevon KE und RE kann es daher nur im Ber�uhrort ContEF geben, und daeine nicht auf F gelegene Gerade h�ochsten in zwei Punkten ber�uhren kann( deg F = 4), erkennt man mit Hilfe der Bemerkung im Anschlu� an Korollar2.6.2 die G�ultigkeit von Behauptung 1, die damit gezeigt ist.Wir nehmen o.B.d.A gT_ = T_ an. Den S�atzen 2.1.4 und 2.1.5 zufolge gibtes nun zu jeder Ebene E_ 2 T_ ein xE 2 KE \ RE mit TxEKE = TxERE ,da bei nur zwei Schnittpunkten mindesten einer doppelt z�ahlen mu�. NachLemma 3.1.6 kann man (eventuell nach abermaliger Verkleinerung von T_ )xE 2 SingF annehmen, da andernfalls TxEF = E und TxEKE sowie TxEREHaupttangenten in xE w�aren, also xE parabolisch. Damit ist card(x_ \ T_) =1 f�ur ein x 2 SingF und da T_ irreduzibel ist, gilt T_ � x_ . Also gibt esein x 2 SingF mit x 2 KE \RE und gE := TxKE = TxRE f�ur alle E_ 2 T_ .Daher k�onnen die Lemmata 3.1.2 bis 3.1.5 angewandt werden.Behauptung 2: TCxF ist reduzibel und deg T_ = 1.Zum Beweis der Reduzibilit�at nehmen wir das Gegenteil an und verwendendie Gleichung nach Lemma 3.1.2. Dort gilt f�ur den Kegel K aus Lemma 3.1.5K = V (u4) , weil TCxF = V (u2) � V (u4) die Reduzibilit�at des Polynoms fzur Folge h�atte. Im Beweis von Lemma 3.1.2 wurde bereits T := T__ = TCxFgezeigt. Daher ist insbesondere deg T_ > 1 und nach Lemma 3.1.5 K eineEbene. Folglich gibt es eine homogene lineare Form v1 2 k[x1; x2; x3] mit u4 =v41 . Betrachtet man die Ableitungen von f , so erkennt man nun, da� SingFdie Gerade V (fx0 + u1; v1g) enth�alt, im Widerspruch zu dim SingF < 1.Wir nehmen nun an, da� T_ nicht o�ene Teilmenge einer Gerade des IP3_ ist.Die Gerade gE ist dann sicherlich nicht konstant (unabh�angig von E ) und mankann die Gleichung nach Lemma 3.1.3 verwenden. Hierin wird das Polynom u4nicht von x23 geteilt, da sonst die Kurve V (fx3; x0x3+u2g) in SingF enthaltenw�are. Falls u4 nicht einmal von x3 geteilt wird, gilt K = V (u4) und Lemma3.1.5 liefert deg K � 2, also u4 = v22 mit einem geeigneten homogenen Polynomv2 zweiten Grades. Dann wird aber f reduzibel und es bleibt nur noch derFall u4 = x3v3 zu betrachten, wobei K = V (v3) gilt. Wiederum hat manlaut Lemma 3.1.5 deg K � 2, also v3 = v21w1 . Das f�uhrt auf die in SingFenthaltene Kurve V (fv1; x0x3 + u2g) . Damit ist Behauptung 2 gezeigt.45



Sei nun g := T__ . W�ahlt man die Koordinatengrundpunkte A0 := x undA3 2 gnfA0g , so gilt g = V (fx1; x2g) . Nun zerf�allt K in Ebenen durch g . ImFall, da� gE = g f�ur alle Ebenen aus T_ gilt, ist dies bereits durch Lemma 3.1.4klar (beachte, da� die Voraussetzung KE \ RE = fxg des Lemmas hier wegenContEF � g (Korollar 2.6.2) und (�) automatisch erf�ullt ist). Im anderenFall g�abe es sonst eine nichtleere o�ene Menge gT_ � T_ derart, da� jedeEbene E aus gT_ den Kegel K in einer von g und gE verschiedenen (beachtegE � TCxF 6� K ) Geraden hE schneidet, welche wegen dim SingF = 0 undK � UKxF die Quartik F au�erhalb von g ber�uhren mu�. Dies widersprichtaber ContEF � g , was nach Korollar 2.6.2 gilt. Demnach gilt K = V (v) miteinem v 2 k[x1; x2] .Betrachte zun�achst den Fall gem�a� Lemma 3.1.3: Nun gilt UKxF = TCxF [K =V (xr3v) = TCxF [V (u4) = V (x3u4) also u4 = xs3v mit v 2 k[x1; x2] . Wie obensieht man, da� x23 die Form u4 nicht teilt und es bleiben die M�oglichkeiten u4 =x3v3 mit v3 2 k[x1; x2] oder u4 2 k[x1; x2] �ubrig. Die Gleichung von F (Lemma3.1.3) lehrt nun, da� auf g ein weiterer von x verschiedener singul�arer Punktvon F liegt, den man daher als neuen Koordinatengrundpunkt A3 w�ahlen kann.Dann ist zun�achst u2 = x3u1+v2 mit u1; v2 2 k[x1; x2] , woraus man TCA3F =V (x0+u1) erkennt. Legt man die Koordinatengrundpunkte A1; A2 in die Geradeh := TCA0F \ TCA3F , so ergibt sich TCA3F = V (x0) und man sieht TA0KE =TA0RE = E \ V (x3) , sowie TA3KE = TA3RE = E \ V (x0) . Betrachtet mannun speziell A1 = h \ E , dann gilt E = V (x2) und KE sowie RE besitzenneben x2 = 0 Gleichungen der Art�ix21 + �ix0x3 = 0 i = 1; 2: (��)Im Fall u4 = x3v3 kann man A1 beliebig in der nichtleeren o�enen MengehnK w�ahlen, also insbesondere so, da� A1 2 E mit E_ 2 T_ und v3 =�x31 + : : : mit � 2 k; � 6= 0 gilt (� = 0 bedeuted A1 2 K ). Man erkenntdann, da� E \ F �uberhaupt kein derartiges Kegelschnittpaar besitzen kann,da zwar f(x0; x1; 0; x3) , nicht aber ein Produkt von zwei Polynomen der Form(��) , den Term x3x31 enth�alt. Damit ist u4 2 k[x1; x2] notwendig und durch dieUmnormierung x0 = 2x00 erh�alt f zun�achst die Form: f = (2x00x3 + u2)2 + u4mit u2; u4 2 k[x1; x2] : An dieser Gleichung erkennt man nun, da� alle EbenenE_ 2 g_ , die nicht durch die Schnittpunkte von h und F gehen, ein Paar vonKegelschnitten aus F ausschneiden. Diese ber�uhren sich in den beiden PunktenA0 und A3 . Denn falls E = V (ax1 � bx2) und o.B.d.A. b 6= 0 ist, so erh�altman f�ur die Projektion von F \E vom Punkt A2 auf die Ebene V (x2) (nebenx2 = 0) die Gleichung (substituiere x2 = ax1b und multipliziere mit b4 ):(2b2x0x3 + (u2(b; a) + iqu4(b; a))x21)(2b2x0x3 + (u2(b; a)� iqu4(b; a))x21) = 0;wobei i die Wurzel aus �1 in k bezeichnet.Zerf�allt K in die vier Ebenen E0; : : : ; E3 mit Ei_ 2 g_; i = 0; : : : ; 3, so schnei-det jede von den Ei verschiedene Ebene E durch g die Quartik o�enbar sogar46



in zwei verschiedenen Divisoren 2. Grades, von denen im Fall E \ F \ h 6= ;immerhin einer, im Fall E \ F \ h = ; , welcher f�ur alle bis auf h�ochstensvier Ebenen eintritt, sogar beide Kegelschnitte sind. Daher kann eine Kurvesingul�arer Punkte von F h�ochstens in einer der Ebenen Ei liegen. Da F einesolche nicht besitzen soll, ist cardfE0_; : : : ; E3_g = 4 notwendig. Legt man nundie Koordinatengrundpunkte A1; A2 in h \ E1 und h \ E2 , so erh�alt man beigeeigneter Normierung des Koordinatensystems Gleichung (3.2). Eine Betrach-tung der Ableitungen von f liefert nun Ei\SingF = fA0; A3g f�ur i = 0; : : : ; 3.Daher kann es von A0; A3 verschiedene singul�are Punkte h�ochstens auf h ge-ben, da dies auch f�ur die Schnittkurven mit Ebenen E 6� K durch g gilt, unddies k�onnen nicht mehr als zwei sein (h 6� F ).Wir wenden uns nun dem Fall zu, in dem alle Geraden gE mit g �ubereinstim-men. Nun kann die Gleichung gem�a� Lemma 3.1.4 verwendet werden. Ganzanalog zu obiger �Uberlegung sieht man, da� alle Ebenen E_ 2 g_ die Quar-tik F in zwei Kegelschnitten schneiden, die entweder identisch sind oder de-ren einziger gemeinsamer Punkt der Ber�uhrpunkt x ist (und in dem sich diebeiden Kegelschnitte 4{fach ber�uhren). Ersteres tritt genau f�ur die EbenenE0; : : : ; E3 auf, welche wieder die irreduziblen Komponenten des Kegels K =V (u4) sind. Auch hier erkennt man, da� f�ur die G�ultigkeit von dim SingF = 0cardfE0; : : : ; E3g = 4 sowohl notwendig als auch hinreichend ist. Daher kannman unter Ber�ucksichtigung des Umstandes, da� der Koordinatenpunkt A2nicht mehr frei gew�ahlt werden kann (siehe Lemma 3.1.4), f auf die Gestalt(3.3) transformieren. �Ahnlich wie bei obiger �Uberlegung sieht man, da� x dieeinzige Singularit�at von F ist, weil dies auch f�ur alle ebenen Schnitte durch ggilt. Damit ist Satz 3.1.7 bewiesen.F�ur die beiden nach diesem Satz existierenden Quartiken mit isolierten Sin-gularit�aten und einer einparametrigen Familie von Kegelschnitten wollen wirdie Typenbezeichnungen (j1) und (j2) einf�uhren entsprechend den beiden Glei-chungen (3.2) und (3.3). Sie werden als Quartiken mit Selbstber�uhrungspunktenbezeichnet. An dieser Stelle sei bemerkt, da� die Fl�achen (j1) bereits von Mey-er ([15, S.1572 u. 1672]) als Quartiken mit einer Familie von Kegelschnittenerkannt wurden. Der Typ (j2) wird hier jedoch �ubersehen. Von Jessop ([12,S.134]) wird diese L�ucke geschlossen. Jedoch wird auch hier nicht der Beweiserbracht, da� damit alle Quartiken mit h�ochstens isolierten Singularit�aten undeinparametriger algebraischer Familie von Kegelschnitten gefunden sind.Satz 3.1.8. F�ur eine Quartik F der Typen (j1) und (j2) ist C1;2(F )irr irre-duzibel und eindimensional.Beweis. Nach Satz 2.3.3 bilden die Kegelschnitte auf F , die in Ebenen desB�uschels g_ liegen eine einparametrige irreduzible algebraische Familie von Ke-gelschnitten. Es ist daher nur zu zeigen, da� jeder Kegelschnitt auf F unter47



diesen vorkommt. Dies ist recht einfach: Mit E0; : : : ; E3 bezeichnen wir wiederdie vier verschiedenen Ebenen mit E0 [ : : : [ E3 = K = V (u4) , die den vierlinearen Faktoren des rechten Summanden in der Gleichung von F entspre-chen. An den Gleichungen (3.2) bzw. (3.3) erkennt man, da� diese die Fl�ache Fl�angs der Schnittkurven ber�uhren. Aus dem letzten Beweis wissen wir bereits:Ei \ SingF = fA0; A3g im Fall des Typs (j1) und Ei \ SingF = fA0g im Fallvon (j2). Sei nun C ein Kegelschnitt auf F mit Tr�agerebene E 6� g . Keine dervier verschiedenen Geraden gi := Ei\E enth�alt einen von A0; A3 verschiedenensingul�aren Punkt von F , aber jede geht durch den Punkt E \ g . F�ur jeden vonA0; A3 verschiedenen Schnittpunkt yi 2 gi \ C gilt daher TyiC � TyiF = Ei ,also TyiC = gi . Da die duale Variet�at eines Kegelschnitts (aufgefa�t als ebeneKurve) wieder ein solcher ist, kann C aber keine vier kopunktalen Tangentenbesitzen und man mu� die Annahme g 6� E verwerfen.
3.2 Einteilung der Quartiken mit eindimensionalem sin-gul�aren OrtIn diesem Paragraphen wird eine Einteilung der Quartiken F mit dim SingF =1 anhand der Gestalt der Kurve singul�arer Punkte, die wir hier mit S bezeich-nen (S ist der rein eindimensionale Anteil von SingF ), vorgenommen. DieseEinteilung ist Grundlage f�ur die nachfolgende Behandlung dieser Quartiken.Wir ben�otigen folgenden fundamentalen Satz aus der Theorie der ebenen alge-braischen Kurven, der hier nur zitiert wird.Satz 3.2.1. Sei Cd eine irreduzible Kurve d{ten Grades im IP3 . Dann besitztCd h�ochstens (d�1)(d�2)2 singul�are Punkte.Beweis. [1, S.136] oder [24, S.102]Satz 3.2.2. Eine von einem Kegel verschiedene Quartik F mit der Kurve Ssingul�arer Punkte geh�ort zu genau einem der folgenden Typen:(a) S ist eine irreduzible kubische (nicht ebene) Raumkurve und Sing 3F = ; .(b) S ist ein Kegelschnitt und Sing 3F = ;(c) S besteht aus einem Kegelschnitt und einer Geraden, die die Tr�ager-ebene des Kegelschnitts in einem Punkt desselben schneidet. Weiterhin giltSing 3F = ; .(d) S besteht aus drei verschiedenen Geraden, von denen zwei zueinanderwindschief sind und von der dritten geschnitten werden. Auch hier giltSing 3F = ; . 48



(e) S besteht aus drei verschiedenen kopunktalen Geraden, die aber nicht ineiner Ebene liegen. Der Schnittpunkt der drei Geraden ist der einzige drei-fache Punkt der Fl�ache.(f) S besteht aus zwei verschiedenen sich schneidenden Geraden. Falls Feinen dreifachen Punkt besitzt, so ist dies der Schnittpunkt der Geraden.(g) S besteht aus zwei windschiefen Geraden und Sing 3F = ; .(h) S ist genau eine Gerade und es gibt h�ochstens endlich viele dreifache Punk-te von F , die notwendigerweise auf derselben liegen.(i) S = SingF = Sing 3F ist eine in Gerade.Beweis. Es wird des �ofteren verwendet, da� eine Gerade, die drei zweifachePunkte oder einen zweifachen und einen dreifachen Punkt von F enth�alt, ganzauf F liegen mu� (Abz�ahlung der Schnittmultiplizit�aten!).Zun�achst ist es notwendig, da� in den F�allen (a) bis (d) und (g) Sing 3F =; und in den F�allen (e) und (f) Sing 3F im Schnitt der Geraden liegt, daandernfalls ein x 2 Sing 3F existiert, so da� alle Verbindungsgeraden von xmit weiteren Punkten y 2 SingF in F enthalten sind. Dann w�are entgegender Voraussetzung F ein Kegel mit Spitze x .Behauptung: deg S � 3.Ist deg S � 4, dann gibt es nach Satz 2.1.3 eine nichtleere o�ene Menge U_ �IP3_ von Ebenen, die S in mehr als drei Punkten schneiden. Nach Korollar 2.3.5kann man U_ zu einer nichtleeren o�enen Teilmenge V _ verkleinern, so da� f�uralle E_ 2 V _ der Schnitt E \ F irreduzibel ist. Wegen E \ S � Sing (E \ F )(Lemma 2.5.5) erh�alt man einen Widerspruch zu Satz 3.2.1.Sehr einfach sieht man, da� im Fall Sing 4F 6= ; die Fl�ache F ein Kegel ist,was aber hier ausgeschlossen sein sollte. F�ur eine ebene Kurve C � SingF giltdeg C � 2, denn andernfalls w�are die Tr�agerebene der Kurve in F enthalten(jede Gerade, die C in mehr als zwei Punkten schneidet liegt auf F ). Falls Sin eine ebene Kurve zweiter Ordnung und eine Gerade g zerf�allt, so ist letzteresicher nicht in der Tr�agerebene der ersteren enthalten, sondern schneidet diesein einem Punkt der Kurve, da der andere Fall wieder dazu f�uhrt, da� die Tr�ager-ebene in F enthalten ist. Nun kann S auch nicht in drei windschiefe Geradenzerfallen, da sonst die Quadrik der Tre�geraden derselben in F enthalten w�are.Fa�t man diese Aussagen zusammen, so folgt, da� F zu einem der Typen desSatzes geh�oren mu�.
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3.3 Quartiken mit irreduzibler kubischer Doppelpunkts-kurveWir untersuchen nun, welche der Quartiken des Typs (a) (nach vorigem Pa-ragraphen) einparametrige algebraische Familien von Kegelschnitten besitzen.Es wird also der Fall betrachtet, da� die Doppelpunktskurve S eine irreduziblekubische Raumkurve �C3 ist. Der Kegel Zx von einem Punkt x 2 �C3 an �C3 istvon zweiter Ordnung, da jede Ebene durch x ihn in h�ochstens zwei Erzeugen-den schneidet (Satz 2.1.3). Damit ist f�ur x 6= y 2 �C3 Zx\Zy = g[ �C3 , wobei gdie Verbindungsgerade von x und y ist. Denn es ist sicherlich Zx\Zy � g[ �C3und deg (Zx \ Zy) = 4 (siehe Bemerkung 2.1.6). Weiterhin gilt TxZy 6= TyZx ,denn anderfalls w�urden sich Zx und Zy l�angs g ber�uhren und man sieht,da� Zx \ Zy dann neben g nur einen Kegelschnitt enthalten kann (Bemer-kung 2.1.6). Daher gilt (TxZy ) \ Zx = g [ g1 und (TyZx ) \ Zy = g [ g2mit x 2 g1; y 2 g2 und g1 \ g2 = ; . Sei T1 die Ebene, die Zx l�angs g1ber�uhrt, und T2 diejenige, die Zy l�angs g2 ber�uhrt. Die Grundpunkte des Ko-ordinatensystems bezeichnen wir wieder mit A0; : : : ; A3 . Wir w�ahlen A0 := x ,A3 := y , A1 := g1 \ T2 und A2 := g2 \ T1 . Wegen g1 \ g2 = ; gilt A1 62 Zyund A2 62 Zx (beachte T1 \ Zx = g1 und T2 \ Zy = g2 ). Au�erdem giltA1 2 TA0Zy \TA2Zy und A2 2 TA3Zx\TA1Zx . Normiert man die Koordinaten-grundpunkte geeignet, so erh�alt man Zx = V (x1x3�x22) und Zy = V (x0x2�x21) .In diesem Koordinatensystem erscheint �C3 als regul�ares Bild einer projekti-ven Geraden IP1 vermittels der Veroneseabbildung � : IP1 ! IP3 , die durch�((�; �)) := (�3; �2�; ��2; �3) 2 �C3 de�niert ist. F�ugt man zu den KegelnZx; Zy die Quadrik mit der Gleichung f2 := x0x3 � x1x2 = 0 hinzu, so bil-den f1 := x0x2 � x21; f2; f3 := x1x3 � x22 eine Basis des homogenen IdealsI( �C3) = (f1; f2; f3) (siehe [2, x16]).Lemma 3.3.1. Die Quartik F = V (f) besitze die kubische Raumkurve �C3als eindimensionalen Anteil des singul�aren Ortes. Dann folgt f 2 I( �C3)2 .Beweis. Wegen �C3 � F ist zun�achst f 2 I( �C3) , d.h. f = g1f1 + g2f2 +g3f3 mit homogenen Formen g1; g2; g3 2 k[x0; : : : ; x3] (f1; f2; f3 wie oben).Im homogenen Koordinatenring S[ �C3] := k[xo; : : : ; x3]=I( �C3) gilt wegen �C3 �SingF f�ur die partiellen Ableitungen von f : @f@xi � 0 ( i = 0; : : : 3). Also sindg1; g2; g3 als Elemente von S[ �C3] (man identi�ziere im folgenden die Polynomestets mit ihren �Aquivalenzklassen in S[ �C3] ) L�osungen der Matrixgleichung0BBB@ x2 x3 0�2x1 �x2 x3x0 �x1 �2x20 x0 x1 1CCCA| {z }=� @fi@xj �=:M
0B@ g1g2g3 1CA = 0: (�)
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Falls die �Aquivalenzklassen der gi die triviale L�osung dieser Gleichung dar-stellen, folgt sofort f 2 I( �C3)2 . Im Quotientenk�orper von S[ �C3] (existiert,da I( �C3) auf Grund der Irreduzibilit�at von �C3 ein Primideal ist) besitzt Mden Rang 2 (nachrechnen!). Deshalb ist jede L�osung von (�) in diesem pro-portional zur Fundamentall�osung (x2x4;�x2x3; x1x3) . Das hei�t aber, da� esstets h 2 k[x0; : : : ; x3] , l 62 I( �C3) und q1; q2; q3 2 I( �C3) gibt, so da� g1 =hl (x1x3 + q1); g2 = hl (�x1x2 + q2); g3 = hl (x0x2 + q3) gilt. Nun berechnet manf1f3 = f1x1x3 � f2x1x2 + f3x0x2 , woraus f = hl q mit einem q 2 I( �C3)2 bzw.fl 2 I( �C3)2 folgt. Gem�a� der Theorie der Zerlegung von Idealen in noether-schen Ringen ist I( �C3) das zu I( �C3)2 geh�orige Primideal, und da l 62 I( �C3)gilt, folgt f 2 I( �C3)2 . F�ur die letzte Folgerung ben�otigt man den Satz aus [26,S.42].Nach diesem Lemma erh�alt man alle hier in Frage stehenden Quartiken, wenndas Koordinatensystem wie oben angepa�t ist, indem man in eine homogenequadratische Form q aus k[x1; x2; x3] die Polynome f1; f2; f3 substituiert. Dasso erhaltene Polynom f := q(f1; f2; f3) ist, wie man leicht sieht, genau dann irre-duzibel, wenn dies f�ur q gilt, denn eine Fl�ache vierter Ordnung mit �C3 � SingFkann h�ochstens in zwei Quadriken zerfallen, deren de�nierende homogene Po-lynome aus I( �C3) sind, weshalb es in diesem Fall a1; a2; a3; b1; b2; b3 2 k mitf = (a1f1 + a2f2 + a3f3)(b1f1 + b2f2 + b3f3) gibt.Satz 3.3.2. Es gilt:(a) Falls die Quartik F eine Torse ist, besitzt F alle Tangenten von �C3 alsErzeugende. Alle derartigen Fl�achen sind zueinander projektiv �aquivalent.(b) Falls F keine Torse ist, so gibt es eine nichtleere o�ene Teilmenge fC3 ��C3 , so da� f�ur jeden Punkt x 2 fC3 zwei Sekanten von �C3 durch x auf Fliegen.Beweis. Zwei Punkte auf �C3 sind mittels der Veroneseabbildung durch x =(�3; �2�; ��2; �3) und y = (�3; �2�; ��2; �3) gegeben. F�ur den Punkt z = x+ %yauf der Verbindungsgeraden von x und y berechnet man (f1(z); f2(z); f3(z)) =%(��� ��)2(��; ��+ ��; ��) und daraus f(z) = %2(��� ��)4q(��; ��+ ��; ��) .Das hei�t aber, da� f�ur x 6= y die Verbindungsgerade der beiden Punkte genaudann auf F liegt, wenn q(��; �� + ��; ��) = 0 (�)erf�ullt ist. Setzt man nun rxy := (��; ��+ ��; ��) = �(�; �; 0)+�(0; �; �) 2 IP2 ,so durchl�auft rxy f�ur festes x die Tangente des Kegelschnittes � := V (4x0x2 �x21) im Punkt rxx . Ist � der Kegelschnitt � := V (q) , so entsprechen denL�osungspaaren x; y von (�) genau die Schnittpunkte rxy 2 (Trxx�) \ � . Wennx die Kurve �C3 durchl�auft, so durchl�auft rxx den Kegelschnitt � . Wir wollennun zeigen, da� die Punke x von �C3 f�ur welche die Tangente Tx �C3 auf F liegt,in eineindeutiger Weise den gemeinsamen Punkten von � und � entsprechen.51



Man berechnet dazu, da� die Tangente Tx �C3 von den beiden Punkten s :=(3�2; 2��; �2; 0) und t := (0; �2; 2��; 3�2) aufgespannt wird (vgl. [2, S.107]).Setzt man wieder z := s+%t , so ergibt sich diesmal (f1(z); f2(z); f3(z)) = �(��%�)2(�2; 2��; �2) = �(� � %�)2rxx und daraus die �Aquivalenzkette Tx �C3 �F () q(rxx) = 0() rxx 2 � .Im Fall � = � besitzt F die Gleichung4f1f3 � f 22 = 4x0x32 + 4x31x3 + x20x23 � 3x21x22 � 6x0x1x2x3 = 0 (3.4)und zwar unabh�angig von der Wahl der Punkte A0; A3 2 �C3 . An der Gleichungerkennt man, da� die Ebene E = V (x3) die Fl�ache F l�angs Tx �C3 = V (fx1; x3g)ber�urt. Dann gibt es aber zu jedem A0 2 �C3 eine Ebene, die F l�angs Tx �C3ber�uhrt. Nach Satz 1.6.4 ist F dann eine Torse.Die Behauptung des Satzes ist gezeigt, falls klar ist, da� im Fall � 6= � keineTorse vorliegt, denn dann besitzen � und � h�ochstens vier Schnittpunkte aberauch h�ochstens vier gemeinsame Tangenten, da �_ und �_ ebenfalls Kegel-schnitte sind. Also gibt es eine nichtleere o�ene Menge fC3 � �C3 , so da� f�ur allex 2 fC3 rxx 62 � und (Trxx�) \ � zwei verschiedene Punkte enth�alt, die zweiverschiedenen Sekanten durch x entsprechen.Die letzte L�ucke des Beweises wird nun folgenderma�en geschlossen: Falls eseine Torse geben sollte, f�ur die � 6= � ist, so enth�alt sie nach dem bisher gezeig-ten bestimmt eine Sekante g von �C3 , die etwa durch die Punkte x und y von�C3 geht. W�ahlt man das Koordinatensystems wie zu Anfang dieses Paragra-phen bez�uglich x und y , so sieht man sofort, da� Tx �C3 und Ty �C3 zueinanderwindschief sind. Da die duale Variet�at von F irreduzibel und eindimensionalist, erh�alt man dim Contx_F_ = dim Conty_F_ = 0, weil schon x_ \ F_ undy_\F_ nulldimensional sind (im Fall F_ � x_ bzw. F_ � x_ w�are F ein Kegelmit Spitze x bzw. y ). Das f�uhrt Satz 1.6.2 (b) zufolge auf die Beziehungen(TCxF )_ = Contx_F_ und (TCyF )_ = Conty_F_ :Nun ist g bestimmt Ber�uhrort einer Ebene E , da anderfalls g_ � F_ geltenw�urde, also ContEF = g . Es gilt E � TCxF \ TCyF , da E_ 2 Contx_F_ \Conty_F_ aus x; y 2 ContEF wegen (x; E_); (y; E_) 2 CF = CF_ (Re
exi-vit�at!) folgt. Aus Sing 3F = ; (Satz 3.2.2) liefert Satz 2.6.1 Tx �C3 � E undTy �C3 � E , was aber der Feststellung widerspricht, da� diese beiden Tangentenwindschief sind.Im folgenden wird wieder die Bezeichnung P (F ) f�ur die projektive Untervariet�atder Pl�uckerquadrik P verwendet, deren Punkte den s�amtlichen Geraden vonF entsprechen (siehe Paragraph 2.5). Den eindimensionalen Anteil von P (F )bezeichnen wir wieder durch P (F )1 . Der vorige Satz lehrt nun unmittelbar, da�die Quartiken mit irreduzibler kubischer Doppelpunktskurve stets Regel
�achensind. Deswegen ist nach Satz 2.5.3 P (F ) eindimensional und P (F )1 irreduzibel.Dar�uberhinaus gilt nun 52



Satz 3.3.3. F�ur eine Quartik F mit irreduzibler kubischer Doppelpunktskur-ve �C3 ist die Variet�at P (F )1 in einem eindeutig bestimmten linearen Geraden-komplex K1 enthalten. Ist K1 ein spezieller Komplex mit Leitgerade l , so folgtl � F und l \ SingF = ; .Beweis. Behauptung 1: P (F )1 � K1 mit einem geeigneten linearen KomplexK1 .Es werden weitgehend die Notationen des letzten Beweises �ubernommen. Abge-sehen von Proportionalit�atsfaktoren berechnet man die Pl�uckerkoordinaten p =(p01; p02; p03; p12; p13; p23) der Verbindungsgeraden zweier verschiedener Punktex; y 2 �C3 zup = (�2�2; ��(�� + ��); �2�2 + ���� + �2�2; ����; ��(�� + ��); �2�2)und diejenigen einer Tangente Tx �C3 zup = (�4; 2�3�; 3�2�2; �2�2; 2��3; �4):Verwendet man nun die Bezeichnung rxy aus dem letzten Beweis und schreibtf�ur die Komponenten rxy = (r0; r1; r2) , so erh�alt man in beiden F�allenp = (r20; r0r1; r21 � r0r2; r0r2; r2r1; r22): (�)Ist nun A = (aij)i;j=0;1;2 die Darstellungsmatrix der quadratischen Form q (d.h.q(x) = x�Ax , beachte auch detA 6= 0, da q irreduzibel ist), so ergibt sich ausder Bedingung rxy 2 � = V (q) die Gleichunga00p01 + 2a01p02 + a11p03 + (2a02 + a11)p12 + 2a12p13 + a22p23 = 0; (3.5)die folglich von allen auf F gelegenen Sekanten oder Tangente von �C3 erf�ulltwird. Gleichung (3.5) stellt einen linearen Geradenkomplex K1 dar. Die Irre-duzibilit�at von P (F )1 liefert P (F )1 � K1 , da mit Sicherheit unendlich vieleGeraden von P (F )1 in K1 liegen.Behauptung 2: Der lineare Komplex K1 ist eindeutig.Die Gleichung q(rxy) = 0 de�niert eine Hyper
�ache in IP1 � IP1 (in den Koor-dinaten ((�; �); (�; �))), so da� Satz 1.3.2 zufolge die Koe�zienten dieser Glei-chung bis auf einen skalaren Faktor festliegen. Ist nun K 01 ein weiterer linearerKomplex mit P (F )1 � K 01 , so kann man in seine Gleichung die Ausdr�ucke (�)substituieren. Koe�zientenvergleich mit q(rxy) = 0 liefert die Behauptung.Behauptung 3: Falls K1 ein spezieller Komplex mit Leitgerade l ist, so ist l inF enthalten.W�are der Schnitt l \ F endlich, so g�abe es einen Punkt aus l \ F , durch denunendlich viele Geraden von P (F ) gehen, und folglich w�are F ein Kegel, derdiesen Punkt zur Spitze hat, was aber unm�oglich ist.Behauptung 4: Ist l Leitgerade von K1 , so enth�alt l keinen singul�aren Punktvon F . 53



Gem�a� Satz 2.5.1 schneidet jede Ebene E_ 2 l_ die Quartik F nur in Gera-den, da es durch jeden Punkt von l eine von l verschiedene Gerade auf F gibt(vgl. Korollar 2.5.2). W�are x 2 l singul�ar f�ur F , dann gilt �x((E \ F )div) � 2(Lemma 2.5.5 (a)). Wegen l 6� SingF (Satz 3.2.2) ist (E \F )div = 2l+R (miteinem Restdivisor R) nur f�ur eine Ebene durch l m�oglich, die dann F l�angs lber�uhrt. In allen anderen Ebenen durch l gibt es eine von l verschiedene aufF gelegene Gerade durch x . Demzufolge w�are aber F ein Kegel mit Spitze x ,was wiederum ausgeschlossen ist.Aus den Behauptungen 1 bis 4 folgen nun alle Behauptungen des Satzes.Satz 3.3.4. Falls K1 ein spezieller linearer Komplex ist, so besitzt F �uber-haupt keine Kegelschnitte, also C1;2(F )irr = ; .Beweis. Im Beweis von Satz 3.3.3 (Behauptung 4) wurde bereits eingesehen,da� jeder Schnitt einer Ebene durch die Leitgerade l mit F voll in Geradenzerf�allt. Wir nehmen daher einen Kegelschnitt C2 auf F an, dessen Tr�ager-ebene E die Leitgerade l nicht enth�alt. Nach Satz 2.5.7 hat man (F \E)div =C2 + g1 + g2 mit zwei Geraden g1; g2 .Fall 1: g1 \ l = g2 \ l =: x .Wegen l \ SingF = ; (Satz 3.3.3) ist x regul�ar f�ur F aber �x((E \ F )div) ��x(g1) + �x(g2) = 2. Nach Lemma 2.5.5 gilt TxF = E und man erh�alt mitE � Txl = l einen Widerspruch zur Annahme.Fall 2: g1 \ l 6= g2 \ l .Der Fall f�uhrt unmittelbar auf einen Widerspruch zu l 6� E .Lemma 3.3.5. Sei K ein linearer Geradenkomplex, welcher drei nicht ko-punktale Geraden einer Ebene enth�alt. Dann ist K speziell.Beweis. Den drei nicht kopunktalen Geraden in der Ebene entsprechen dreilinear unabh�angige Punke auf der Pl�uckerquadrik P und die von diesen aufge-spannte Ebene E des IP5 ist in P enthalten. Die Punkte dieser Ebene entspre-chen den Geraden der Ebene des IP3 , welche die drei gegebenen enth�alt. Ist Hdie Hyperebene des IP5 , die den Komplex K aus P ausschneidet (K = P \H ),so folgt E � H also auch E � K . Nun ist K als Teilmenge des IP5 eine Qua-drik in einem vierdimensionalen projektiven Unterraum. Eine solche ist aber,sofern sie eine Ebene enth�alt, ein Kegel, denn w�ahlt man Koordinaten etwaso, da� die rechte untere 3 � 3{Untermatrix der Darstellungsmatrix M die-ser Quadrik die Nullmatrix ist (also A2; A3; A4 2 E ), so erkennt man sofortrang M � 3. Da P singularit�atenfrei ist, mu� H die Pl�uckerquadrik ber�uhren(Lemma 2.5.5). Das hei�t aber, da� K ein spezieller Komplex ist, dessen Leit-gerade dem Ber�uhrpunkt von P und H entspricht.
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Satz 3.3.6. Falls K1 ein allgemeiner linearer Komplex ist, so besitzt F eineirreduzible einparametrige Familie von Kegelschnitten.Beweis. Zu zeigen: card C1;2(F )irr =1 (daraus folgt dim C1;2(F )irr � 1).Es wird zun�achst der Fall betrachtet, da� F eine Torse ist. Zu jedem x 2 �C3sei Ex die l�angs Tx �C3 ber�uhrende Tangentialebene von F . Da man im Ko-ordinatensystem stets A0 := x w�ahlen kann, lehrt Gleichung (3.4), da� jedeEbene Ex = V (x3) einen Kegelschnitt aus F ausschneidet, welcher Tx �C3 in xber�uhrt. F�ur den Fall, da� F keine Torse ist, sei mit fC3 die nichtleere o�eneMenge aller Punkte x 2 �C3 bezeichnet, durch die zwei verschiedene Geradengx; hx der Fl�ache gehen (Satz 3.3.2) und deren Verbindungsebene Ex die Quar-tik nicht l�angs der beiden Geraden gx; hx ber�uhrt (beachte Satz 1.6.4). F�ur dieKurven Cx := (Ex \ F )n(gx [ hx) 6= ; gilt deg Cx � 2. Nach Lemma 3.3.5k�onnen die Cx nicht in Geraden zerfallen, da sonst in Ex drei nicht kopunk-tale Geraden existieren w�urden. Denn mindestens eine der Geraden, in die Cxzerf�allt, mu� durch einen der beiden von x verschiedenen Schnittpunkte vongx [ hx mit �C3 gehen, da diese im Schnitt (Ex \ F )div nach Lemma 2.5.5 (a)zweifache Vielfachheiten besitzen. Diese Gerade geht dann nicht durch x , da sievon gx und hx verschieden ist. Also sind f�ur alle x 2 fC3 die Cx Kegelschnitte,so da� auch in diesem Fall die Behauptung gezeigt ist.Bemerkung: Die Mathematiker des letzten Jahrhunderts haben gezeigt, da�F , falls K1 allgemein, aber F keine Torse ist, projektiv �aquivalent zu ihrerdualen Variet�at ist. Die Tr�agerebenen der Kegelschnitte ber�uhren F in zweiPunkten und geh�oren daher zur Doppelpunktskurve von F_ . Hierzu, wie auchzu den �ubrigen Ausf�uhrungen dieses Paragraphen vergleiche man [16, S.437]und [15, S.1748].Fa�t man die S�atze dieses Abschnittes zusammen, so kann man die Quartikenvom Typ (a) gem�a� Paragraph 3.2, die sich allesamt als Regel
�achen erwiesenhaben, in zwei Untertypen (a1) und (a2) aufteilen, je nachdem ob der lineareKomplex K1 aus Satz 3.3.3 speziell oder allgemein ist. Im ersten Fall besitzendie Quartiken �uberhaupt keine Kegelschnitte, im zweiten hingegen eine einpa-rametrige Familie von Kegelschnitten.3.4 Die Untersuchungsmethode von SegreF�ur die Behandlung der Quartiken der Typen (b) bis (f) aber auch zum Teildes Typs (h) (gem�a� 3.2) bedienen wir uns einer Untersuchungsmethode, dievon C. Segre 1884 ([18]) eingef�uhrt wurde, und die es uns gestattet, s�amtliche55



Kegelschnitte auf diesen Fl�achen aufzu�nden. Man betrachtet dabei im vierdi-mensionalen Raum IP4 zwei quadratische Hyper
�achen Q1 und Q2 . Das vondiesen aufgespannte lineare B�uschel von Quadriken bezeichnen wir durchwegmit L := fQ := V (�f1 + �f2) j �; � 2 k; (�; �) 6= (0; 0)g: (3.6)Darin bedeuten f1 und f2 die quadratischen homogenen Formen des Polynom-rings k[x0; : : : ; x4] , deren Nullstellenmengen Q1 beziehungsweise Q2 sind. DerSchnitt � := Q1 \Q2 (3.7)ist eine Fl�ache, deren Irreduzibilit�at wir zun�achst annehmen. Satz 2.1.3 lehrtdeg � � 4, wenn man � mit beliebigen Ebenen E schneidet und Satz 2.1.4auf die ebenen Kurven (h�ochstens zweiten Grades) E \Q1 und E \Q2 anwen-det. O�enbar gilt f�ur Q01; Q02 2 L ebenfalls � = Q01 \ Q02 (vgl. Lemma 2.3.2).Projiziert man nun � von einem beliebigen Punkt y 2 IP4n� auf eine Hyper-ebene H , welche y nicht enth�alt und die wir stets mit IP3 identi�zieren wollen(d.h. wir nehmen i.d.R. an, da� die Koordinatengrundpunkte A0; : : : ; A3 in Hliegen), so erh�alt man i.a. eine Quartik des IP3 . Die Projektion vom Punkt yauf H bezeichnen wir durchweg mit�y : IP4nfyg ! H: (3.8)Wir untersuchen zun�achst, welche Art von Quartiken des IP3 man durch einesolche Projektion erhalten kann.Satz 3.4.1. Zu einer Quartik F des IP3 gibt es genau dann einen Punkt yund eine Fl�ache � im IP4 der oben de�nierten Art mit �y(�) = F , wenn sichdas irreduzible homogene Polynom f , dessen Nullstellenmenge F ist, in derForm f = u22� u21v2 mit Polynomen u1; u2; v2 2 k[x0; : : : ; x3] , welche homogenvom Grad der Indizes sind, schreiben l�a�t.Beweis. Zu den Quadriken Q1 und Q2 geh�oren symetrische Darstellungsma-trizen A1 und A2 (d.h. fi(x) = x�Aix f�ur i = 1; 2). Die von diesen induziertenBilinearformen gi(x; y) := x�Aiy sind die Polarformen der Qi . Damit giltfi(�x + �y) = �2fi(x) + 2��gi(x; y) + �2fi(x) f�ur i = 1; 2:Es wird nun die Gleichung des Kegels mit Spitze y an die Fl�ache � aufge-stellt. Dazu hat man die Resultante der beiden Polynome fi(�x + �y) in denUnbestimmten � und � zu bilden, denn diese verschwindet genau f�ur diejeni-gen Punkte x , f�ur die diese beiden Polynome eine gemeinsame Nullstelle be-sitzen, und dies sind gerade die Punkte, deren Verbindungsgerade mit y dieFl�ache � schneidet. Die Resultante R(p1; p2) zweier quadratischer Polynomepi := ai�2 + 2bi��+ ci�2 ( i = 1; 2) berechnet sich zuR(p1; p2) = (c1a2 � c2a1)2 + 4(b1a2 � b2a1)(b1c2 � b2c1):56



Also hat der Kegel Z := fx 2 IP4nfyg j xy \ � 6= ;g [ fyg (xy bezeichne dieVerbindungsgerade von x und y ) die Gleichungg = (f1(x)f2(y)� f1(y)f2(x))2++4(f1(x)g2(x; y)� f2(x)g1(x; y))(f1(y)g2(x; y)� f2(y)g1(x; y)) = 0:Man kann nun o.B.d.A. y 2 Q1 annehmen, da in L stets eine Quadrik existiert,welche y enth�alt (vgl. Lemma 2.3.1), also � := f2(y) 6= 0 und wegen f1(y) = 0vereinfacht sich obige Gleichung zug = �2f1(x)2 � 4�g1(x; y)(f1(x)g2(x; y)� f2(x)g1(x; y)) == (�f1(x)� 2g1(x; y)g2(x; y))2 � 4g1(x; y)2(g2(x; y)2 � �f2(x)) = 0: (3.9)Setzt man hierin x4 = 0, so folgt wegen F = Z \ V (x4) die Notwendigkeitder Gestalt von f . Um einzusehen, da� diese Gestalt auch hinreichend ist,de�niert man zu vorgegebenem f = u22�u21v2 die Quadriken Q1 und Q2 durchdie Gleichungen f1 := u2 + 2u1x4 = 0 und f2 := x24 � 14v2 = 0 und w�ahlty = (0; 0; 0; 0; 1). Dann gilt f1(y) = 0; f2(y) = � = 1; g1(x; y) = u1(x) undschlie�lich g2(x; y) = x4 . Setzt man dies in Gleichung (3.9) ein, so erh�alt manf�ur die Fl�ache � := V (f1) \ V (f2) gerade �y(�) = Z \ H = F (wie eingangsist H die Hyperebene V (x4)).Bemerkung 3.4.2. Eine beliebige Fl�ache � := V (f1) \ V (f2) mit �y(�) =F = V (u22� u11v2) ist unter der Voraussetzung, da� u1 proportional zu g1(x; y)ist, stets projektiv �aquivalent zu der im zweiten Beweisschritt de�nierten Fl�achee� = V (u2 + 2u1x4) \ V (x24 � 14v2) .Beweis. Man w�ahlt bei fester Vorgabe von F aber beliebiger Vorgabe von� = Q1 \ Q2 und y 2 Q1 zun�achst y als Koordinatengrundpunkt A4 . Dannist in (3.9) g 2 k[x0; : : : ; x3] , da y die Spitze des Kegels Z ist, und man kanng so normieren, da� g = f = u22 � u21v2 gilt. Nun ist g1(x; y) proportionalzu u1 . Das ergibt f�ur f1 zun�achst den Ansatz f1 = w2 + �u1x4 mit homoge-nem und quadratischem w2 2 k[x0; : : : ; x3] sowie � 2 k . Demzufolge ergibt(3.9) g = w22 + u1r3 mit einem Restpolynom r3 2 k[x0; : : : ; x3] von drittemGrad. Nun sieht man, da� das Primelement u1 die Form u2 +w2 oder u2�w2teilt (u22 � w22 = u1(u1v2 + r3)). In beiden F�allen �ndet man f�ur die eindeutigbestimmte Quadrik Q1 2 L mit y 2 Q1 als Gleichung f1 = u2 + 2u1v1 miteinem v1 2 k[x0; : : : ; x4] und v1(y) 6= 0. Nun kann man die Koordinatengrund-punkte A0; : : : ; A3 l�angs der Erzeugenden von Z , auf denen sie liegen, in dieHyperebene H 0 := V (v1) verschieben. Das Polynom g �andert sich bei dieserKoordinatentransformation nicht, wohl aber transformiert sich die Gleichungvon Q1 bei geeigneter Wahl des Normierungspunktes des Koordinatensystemsauf die Gestalt f1 = u2 + 2u1x4 = 0. Bezeichnet man w1 := g2(x; y) , so folgtaus (3.9) g = u22 + 4u1(x4 � w1)u2 � 4u21(w21 � f2 � (x4 � w1)2) und aus einem57



Vergleich mit g = u22�u21v2 erh�alt man (x4�w1)u2 = u1(2x4w1�f2�x24� 14v2) .Im Fall w1 = x4 ergibt sich unmittelbar f2 = x24 � 14v2 . F�ur w1 6= x4 liefertdie Eindeutigkeit der Primfaktorzerlegung in k[x0; : : : ; x4] die Existenz einesskalaren Faktors � mit w1 = x4 � �u1 (u1 kann u2 wegen der Irreduzibilit�atvon f1 nicht teilen) und man erh�alt f2 = x24� 14v2��f1 . In beiden F�allen siehtman aber, da� die hier beliebig vorgegebene Fl�ache � in geeignetem Koordina-tensystem dieselben Gleichungen wie e� besitzt, woraus die Behauptung folgt.Korollar 3.4.3. F�ur eine Quartik F , zu der y und � gem�a� obiger Verein-barung existieren, enth�alt SingF die Kurve Y := �y(TyQ)\ F = V (fu2; u1g) ,wobei Q 2 L (siehe (3.6)) die Quadrik mit y 2 Q ist. Y ist ein Kegelschnitt,ein Paar von Geraden oder eine einzelne Gerade, je nachdem ob Q singula-rit�atenfrei, ein Kegel mit nulldimensionalem singul�aren Ort (Kegel erster Art)oder ein Kegel mit einer Geraden als Spitze (Kegel zweiter Art) ist.Beweis. Die Behauptung folgt aus (3.9), wenn man TyQ = V (g1(x; y)) be-achtet und ber�ucksichtigt, da� TyQ \ Q ein irreduzibler Kegel, ein paar ver-schiedener Ebenen bzw. eine einzelne Ebene je nach den obigen drei F�allen ist(betrachte die Ableitungen von g in (3.9)). Das Projektionszentrum y kannnicht in der Spitze eines Kegels Q aus L liegen, da sonst F = H \ Q eineQuadrik w�are.Satz 3.4.4. Sei C2 � � ein Kegelschnitt oder ein Paar sich schneidenderGeraden. Ist E � IP4 die Tr�agerebene von C2 , so gibt es in L einen Kegel Q ,welcher E enth�alt. Ist umgekehrt Q 2 L ein Kegel und E � Q eine Ebene, soist der Schnitt E\� ein Kegelschnitt, ein Paar von Geraden oder eine einzelneGerade.Beweis. Die zweite Behauptung des Satzes ist sofort klar, da f�ur jede EbeneE � Q unter der Annahme Q 6= Q1 (o.B.d.A.) E \ � = E \ Q1 gilt. Weil� nach Voraussetzung irreduzibel ist, gilt au�erdem E 6� �. Zum Beweis derersten Behauptung sei x 2 EnC2 . Dann gibt es eine Quadrik Q 2 L mit x 2 Q .Aus C2 � Q folgt dann E � Q (wende Satz 2.1.3 auf Geraden durch x in Ean). Im Beweis des Lemmas 3.3.5 wurde aber bereits bemerkt, da� eine Quadrikim IP4 , welche eine Ebene enth�alt, notwendigerweise ein Kegel ist.An dieser Stelle sollten kurz einige Eigenschaften der irreduziblen dreidimensio-nalen quadratischen Kegel des IP4 erw�ahnt werden. Im Gegensatz zu den qua-dratischen Kegeln des IP3 gibt es unter diesen zwei verschiedene Arten, entspre-chend der Dimension der Kegelspitze. F�ur diese wurde schon in Korollar 3.4.3die Benennung erste und zweite Art eingef�uhrt. Entsprechend den zwei linearenSystemen von Geraden auf einer singularit�atenfreien Quadrik des IP3 gibt es58



auf den Kegeln erster Art zwei lineare Systeme von Ebenen. Zwei Ebenen desgleichen Systems schneiden sich in der Kegelspitze, w�ahrend sich zwei Ebenenunterschiedlicher Systeme in einer Erzeugenden (Gerade durch die Kegelspitze)des Kegels schneiden. Die Ebenen des einen linearen Systems werden von denHyperebenen des linearen B�uschels aller Hyperebenen durch eine Ebene des an-deren Systems ausgeschnitten. Die Tangentialhyperebenen des Kegels ber�uhrenl�angs erzeugender Geraden und schneiden zwei Ebenen je eines der beiden Sys-teme aus dem Kegel aus.Ein Kegel zweiter Art besitzt nur ein lineares System von Ebenen, welche alledie Doppelpunktsgerade desselben enthalten. Sie werden von den Elementendes linearen B�uschels aller Hyperebenen durch eine der Ebenen des Kegels aus-geschnitten. Die Tangentialhyperebenen ber�uhren diesen l�angs seiner Ebenen.Nun induzieren die linearen B�uschel von Ebenen der Kegel aus L lineare B�uschelvon Kurven auf �, die von den zugeh�origen Hyperebenenb�uscheln ausgeschnit-ten werden, und bei denen es sich Satz 3.4.4 zufolge um Geraden, Geradenpaareoder Kegelschnitte handelt.Satz 3.4.5. Falls die Fl�ache � irreduzibel und von vierter Ordnung ist, soist f�ur jedes y 62 � , welches nicht die Spitze eines Kegels aus L ist, das BildF := �y(�) unter der Projektion von y auf die Hyperebene H 63 y ebenfallsirreduzibel und von viertem Grad.Beweis. Die Fl�ache F ist irreduzibel nach Satz 1.2.1 und an (3.9) erkenntman, da� ihr Grad h�ochstens vier ist. Es wird nun angenommen, der Grad vonF sei kleiner als vier. Die Form g aus (3.9) ist dann Potenz eines irreduziblenPolynoms ersten oder zweiten Grades. Also ist Z eine Hyperebene oder Qua-drik. Im ersten Fall w�are � = Q2 \ Z (o.B.d.A. y 62 Q2 ) eine quadratischeFl�ache entgegen der Annahme. Auch im zweiten Fall gilt � = Q2 \ Z . W�urdeZ die Quadrik Q2 l�angs � ber�uhren, so w�are � in der Polarhyperebene P vony bez�uglich Q2 enthalten, und wie oben folgt deg � = 2. Also schneidet derBer�uhrkegel von y an Q2 Z in einer echten abgeschlossenen Teilmenge. Damitgibt es eine nichtleere o�ene Menge von Erzeugenden von Z , die Q2 in zweiverschiedenen Punkten schneiden. Demzufolge ist Z die einzige Quadrik, die� und y enth�alt, da eine solche alle diese Erzeugenden enthalten mu� (Satz2.1.3). Nun gibt es in L aber eine Quadrik, welche � und y enth�alt, also folgtZ 2 L . Dann ist aber y Spitze eines Kegels aus L im Gegensatz zur Annahme.Satz 3.4.6. Sei �y : � ! F die Projektion von � auf F . Mit Y werde dieKurve nach Korollar 3.4.3 bezeichnet. Dann gilt:(a) Das Bild einer nicht in ��1y (Y ) enthaltenen Gerade ist eine Gerade aufF . 59



(b) Das Bild eines nicht in ��1y (Y ) enthaltenen Kegelschnitts ist ein Kegel-schnitt auf F .(c) Der eindimensionale Anteil des Urbildes einer nicht in Y enthaltenen Ge-raden ist eine Gerade auf � .(d) Das Urbild eines nicht in Y enthaltenen Kegelschnitts ist ein Kegelschnittauf � .Beweis. Behauptung (a) ist klar, da f�ur eine Gerade g auf � wegen y 62 �nicht dim �y(g) = 0 gelten kann.Zu (b): W�are f�ur einen Kegelschnitt C2 das Bild �y(C2) eine Gerade g � F ,so w�are C2 in der Verbindungsebene E von y und g enthalten. Folglich istdie Quadrik Q 2 L mit y 2 Q ein Kegel (siehe Satz 3.4.4) und aus E � TyQ(siehe Abhandlung im Anschlu� an Satz 3.4.4) folgt �y(C2) � Y .Zu (c): Sei g eine nicht in Y enthaltene Gerade auf F und E die Verbindungs-ebene von g und y . Es gilt dim (E \ �) = 1. Betrachtet man nun f�ur zweibeliebige Quadriken Q1; Q2 2 L die Schnitte E\Q1 und E\Q2 , so sieht man,da� der eindimensionale Anteil des Schnittes E \Q1 \Q2 = E \� als Schnittzweier Kurven h�ochstens zweiten Grades eine Gerade, ein Geradenpaar oder einKegelschnitt ist. Die beiden letzteren F�alle sind nach Satz 3.4.4 nicht m�oglich,denn in diesen w�are E in einem Kegel Q aus L enthalten. Gem�a� Korollar3.4.3 gilt dann wegen E � TyQ g � Y .Zu (d): Sei C2 � F;C2 6� Y ein Kegelschnitt mit der Tr�agerebene E undR := (E \ F )nC2 die Restkurve des Schnittes von F mit E (R ist die leereMenge oder eine Kurve). Die Verbindungshyperebene von E und y wird mitV bezeichnet.Fall 1: R 6= ; .In diesem Fall mu� �\V Satz 1.2.1 (a) zufolge reduzibel sein. Nun ist �\V vonh�ochstens vierter Ordnung (Satz 2.1.3), und daher ist C := ��1y (C2) � � \ Vwegen R 6= ; von h�ochstens dritter Ordnung. Nach (a) enth�alt C keine Gera-den. W�are C eine irreduzible kubische Kurve, so w�are y 2 C notwendig, daandernfalls �y(C) auch von dritter Ordnung w�are. Dies h�atte aber y 2 � zurFolge und daraus schlie�t man, da� C ein Kegelschnitt ist.Fall 2: R = ; .Sei K der quadratische Kegel von y an C2 und C := ��1y (C2) = �\V = �\K .Angenommen, C w�are kein Kegelschnitt. Sei mit � = Q1\Q2 o.B.d.A. y 2 Q1 .Durch Q01 := Q1 \ V und Q02 := Q2 \ V werden die durch Q1 und Q2 in Vinduzierten Quadriken bezeichnet. Da C = Q01 \ Q02 nach (a) bestimmt keineGeraden enth�alt, kann nach Bemerkung 2.1.6 C nur noch von vierter Ordnungsein. Wegen y 62 Q02 gilt Q02 6= K und man erh�alt C = Q02 \K . Daraus erkenntman, da� es eine nichtleere o�ene Teilmenge von Erzeugenden von K gibt, wel-che C in zwei verschiedene Punkten schneiden, denn w�urde der QuadratischeKegel K die Quadrik Q02 l�angs C ber�uhren, so w�are C ein Kegelschnitt (vgl.Beweis von Satz 3.4.5 oder Bemerkung 2.1.6). Demzufolge ist aber K die einzige60



Quadrik in V , die y und C enth�alt, da eine solche auch alle diese Erzeugendenenthalten mu�, und es folgt K = Q01 , insbesonsere also �y((V \Q1)div) = 2.Wie schon oben dargelegt, kann y nur ein regul�arer Punkt von Q1 sein. Manerh�alt mit Lemma 2.5.5 V = TyQ1 und daraus einen Widerspruch zu C2 6� Y(Korollar 3.4.3).Satz 3.4.7. Die Quadrik Q sei ein Kegel des linearen B�uschels L . Die Bedeu-tung der Bezeichnungen L;�; �y und Y entnehme man der Einleitung diesesParagraphen bzw. Korollar 3.4.3. Dann gelten die folgenden Aussagen:(a) Wenn Q von erster Art ist und y 62 Q , dann werden die beiden durchQ induzierten linearen Kurvensysteme auf � mittels �y auf zwei linea-re Kurvensysteme auf F := �y(�) abgebildet. Es gibt einen quadratischenKegel K � IP3 , so da� jede Tangentialebene von K die Quartik F in zweiKurven je eines der beiden Systeme schneidet. Alle so projizierten Kur-ven sind in Tangentialebenen von K enthalten. K wird ein KummerscherKegel von F genannt.(b) Wenn Q von erster Art ist und y 2 Q , dann werden die beiden durch Qauf � induzierten Kurvensysteme mittels �y auf die zwei linearen Kur-vensysteme auf F abgebildet, deren Kurven von den Ebenen der B�uschelg1_ und g2_ ausgeschnitten werden, wobei Y in die Geraden g1 und g2zerf�allt und die festen Bestandteile g1 bzw. g2 aus diesen Kurvensystemenentfernt sind (siehe Paragraph 2.4).(c) Wenn Q von zweiter Art ist und y 62 Q , dann wird das durch Q auf� induzierte Kurvensystem mittels �y auf ein lineares Kurvensystem aufF abgebildet, dessen Kurven von den Ebenen eines linearen B�uschels g_ausgeschnitten werden.(d) Wenn Q von zweiter Art ist und y 2 Q , dann wird das durch Q auf� induzierte Kurvensystem mittels �y auf das lineare Kurvensystem aufF abgebildet, dessen Kurven von den Ebenen des linearen B�uschels g_ausgeschnitten werden, wobei g = Y gilt und der feste Bestandteil g ausdiesem Kurvensystem entfernt ist.Beweis. Zu (a): Da man bei Ab�anderung der Projektionshyperebene H aufeine zu F projektiv �aquivalente Fl�ache gef�uhrt wird, kann man o.B.d.A. Hals Polarhyperebene von y bez�uglich Q annehmen. Insbesondere geht dann Hdurch die Spitze s von Q (gilt f�ur alle Polarhyperebenen), so da� K := H \Qein quadratischer irreduzibler Kegel ist (H ist keine Tangentialhyperebene we-gen y 62 Q). Durch jede Erzeugende von K gehen zwei Ebenen von Q , dajene ebenso Erzeugende von Q sind. Andererseits enth�alt jede Ebene auf Qeine Erzeugende von K , n�amlich die Schnittgerade mit H . Die Tangential-hyperebene TxQ in x 2 Kns geht durch y (Polareneigenschaft!) und es giltTxQ \ H = TxK also �y(TxQ) = TxK . Demnach werden die beiden von61



TxQ aus Q ausgeschnittenen Ebenen auf TxK abgebildet, und da man so al-le Ebenen auf Q erreicht folgt die Behauptung (a) abgesehen davon, da� essich wieder um ein lineares System von Kurven auf F handelt. Zwar folgt die-ser letzte Schritt aus der Birationalit�at von �y , dennoch soll er hier explizitdurchgef�uhrt werden. Dazu nehmen wir in Gleichung (3.9) o.B.d.A. Q = V (f2)an. Man kann Koordinaten so w�ahlen, da� H = V (x4) und TyQ1 = V (x3)gilt. Weil H polar zu y ist, mu� g2(x; y) proportional zu x4 sein. Durch Null-setzen von x4 erh�alt man die quadratischen Formen u2 := �f1(x1; x2; x3; 0)und v2 := �f2(x1; x2; x3; 0) aus k[x0; : : : ; x3] und es gilt K = V (v2) . Nun istK ein irreduzibler Kegel. Folglich gibt es lineare Formen u1; v1 und w1 mitv2 = u1w1 � v21 . Die Gleichung von F schreibt sich dann (gem�a� (3.9))f = u22 + 4x23(u1w1 � v21) = 0: (�)Die Elemente des linearen B�uschels M von Divisoren zweiten Grades des IP3 ,welches durch den eindimensionalen linearen UnterraumU := fu�� := �u2 + 2x3(�u1 � �v1) j �; � 2 k; (�; �) 6= (0; 0)ghomogener quadratischer Formen gegeben ist, schneiden F sowohl in Y =V (fu2; x3g) als auch in den Kurven C0 := V (fu01; u1g) undC�� := V (fu��; e��g);wobei (�; �) 6= (1; 0) und e�� := �2u1 � 2��v1 + �2w1 ist. Man best�atigt diesdurch Einsetzen von �u2 = �2x3(�u1��v1) in �2f (in (�)), was auf 4x23u1e�� =0 f�uhrt. Die Ebenen V (e��) sind nun aber gerade die Tangentialebenen vonK . Das von M erzeugte lineare Kurvensystem auf F besitzt daher den festenBestandteil Y [C0 . Entfernt man diesen, so erh�alt man eines der beiden linearenKurvensysteme. Das andere erh�alt man, wenn man anstelle der Polynome u��die Formen v�� := �u2 + 2x3(�u1 + �v1) betrachtet. Zu diesen Ausf�uhrungenvergleiche man [12, S.39].Zu (b): Es ist TyQ \ Q = E1 [ E2 mit zwei verschiedenen Ebenen E1 undE2 , die je einem der beiden linearen System L1 und L2 von Ebenen auf Qangeh�oren. Alle Ebenen von L1 schneiden E2 in einer Geraden und alle zu L2geh�origen Ebenen schneiden E1 in einer Geraden. Deshalb werden alle Ebenenaus L1 auf Ebenen durch g2 := �y(E2) und alle Ebenen aus L2 auf solche durchg1 := �y(E1) abgebildet. Wegen g1 [ g2 = Y folgt daraus die Behauptung.Zu (c): Sei s die eindimensionalen Spitze von Q . Nun gehen alle Ebenen vonQ durch s und werden daher auf Ebenen durch g := �y(s) abgebildet, worausdie Behauptung folgt.Zu (d): Da y 62 s , aber TyQ � s f�ur die eindimensionale Spitze s von Q gilt,hat man �y(s) = Y (Korollar 3.4.3). Nun geht jede Ebene von Q durch s , alsoihr Bild durch Y . 62



Satz 3.4.8. Die Fl�ache � sei von vierter Ordnung und kein Kegel. Alle Qua-driken des linearen B�uschels L (siehe (3.6)) seien Kegel. Dann gibt es einenichtleere o�ene Teilmenge eL � L mit der Eigenschaft, da� alle Quadriken auseL Kegel erster Art sind. Weiterhin gibt es genau eine Gerade g auf � . Aufdieser liegen die Spitzen aller Kegel aus eL und umgekehrt ist jeder Punkt vong in der Spitze eines Kegels aus L enthalten.Beweis. Um den ersten Teil der Behauptung zu zeigen, gen�ugt es, einen Kegelerster Art in L zu �nden, da die Menge der Kegel erster Art in der der quadrati-schen Kegel des IP4 o�en ist (Determinantenbedingung!). Wir nehmen nun an,es g�abe einen solchen nicht. Es gibt in L dann sicherlich einen Kegel Q1 zweiterArt, denn w�aren alle Elemente aus L reduzibel, so w�urde � als Schnitt zweierHyperebenenpaare in Ebenen zerfallen. Mit Hilfe des Sylvesterschen Tr�agheits-satzes l�a�t sich die Darstellungsmatrix A1 von Q1 auf eine Gestalt transformie-ren, in der die linke obere 3 � 3{Untermatrix die Einheitsmatrix ist und alle�ubrigen Eintr�age null sind. Die Matrix von Q2 sei A2 = (aij)i;j=0;:::;4 . Wenn esin L keine Kegel erster Art gibt, verschwinden det(A1�+A2) und alle 4� 4{Unterdeterminanten davon identisch in � . Der Koe�zient des Terms �3 in derdurch Streichen der vierten Zeile und Spalte entstehenden Unterdeterminanteist a33 . Streicht man die dritte Zeile und Spalte, so erh�alt man als Koe�zientvon �3 die Zahl a44 . Deshalb gilt a33 = a44 = 0. Nun berechnet man die Koe�-zienten von �3 im Polynom det(A1�+A2) zu det a33 a34a34 a44 ! und man schlie�ta34 = 0. Daher mu� die Spitze s1 von Q1 (dies ist die Verbindungsgerade derbeiden Punkte (0,0,0,1,0) und (0,0,0,0,1)) auf Q2 liegen. Allerdings ist die Spit-ze s1 von der von Q2 verschieden, denn andernfalls w�are die Verbindungsebeneeines beliebigen Punktes x 2 �ns1 mit s1 in � enthalten und das widersprichtden Voraussetzungen �uber �. Dennoch schneidet s1 die Spitze s2 von Q2 , daalle Geraden auf einem Kegel zweiter Art dessen Spitze schneiden. Dann sinds1 und s2 aber in einer Ebene enthalten und auch diese m�u�te in � enthaltensein. Also gelangt man auch hier zu einem Widerspruch und die Annahme, da�es keinen Kegel erster Art in L gibt, mu� verworfen werden.F�ur das weitere sei Q1 ein Kegel erster Art. Wir schreiben dessen Darstellungs-matrix A1 mit Hilfe des Tr�agheitssatzes in der GestaltA1 = 0BBBBBB@ 1 0 0 0 00 1 0 0 00 0 1 0 00 0 0 1 00 0 0 0 0
1CCCCCCA :Nach der Voraussetzung, da� alle Elemente des linearen B�uschels L Kegel sind,mu� immerhin noch det(A1�+A2) identisch in � verschwinden. Wie oben siehtman, da� f�ur die Darstellungsmatrix A2 von Q2 daraus a44 = 0 resultiert, undman folgert, da� die Spitze s1 = (0; 0; 0; 0; 1) von Q1 auf � liegen mu�. Da63



Q1 jeder beliebige Kegel aus eL sein kann, liegen alle solche Spitzen auf �. F�urzwei verschiede Elemente aus eL sind auch deren Spitzen s1; s2 verschieden, dennandernfalls l�age f�ur jedes x 2 �ns1 die Verbindungsgerade von x und s1 auf �und � w�are entgegen der Voraussetzung ein Kegel. Die Verbindungsgerade vons1 und s2 liegt dann auf �, da sie sowohl auf Q1 als auch auf Q2 liegt. Nunk�onnen keine drei Spitzen zu Kegeln aus eL eine Ebene aufspannen, da diesesonst in � enthalten w�are. Denn die drei Spitzen liegen in allen drei zugeh�origenKegeln, also auch deren Verbindungsebene, da die Kegel von zweiter Ordnungsind (Satz 2.1.3). Somit liegen alle diese Kegelspitzen auf einer Geraden g � �.W�ahlt man nun bei vorgegebenen Q1; Q2 2 eL das Koordinatensystem neu, soda� f�ur die zugeh�origen Spitzen s1 = (0; 0; 0; 0; 1) und s2 = (1; 0; 0; 0; 0) gilt,dann erh�alt man f�ur die Darstellungsmatrizen A1 = (aij)i;j=0;:::;4 und A2 =(bij)i;j=0;:::;4 von Q1 und Q2 a00 = ai4 = a4i = 0 sowie b44 = bi0 = b0i = 0f�ur i = 0; : : : ; 4. Da es nun auf g mindestens drei Spitzen gibt, sind a :=(0; a01; a02; a03; 0) und b := (0; b14; a24; a34; 0) linear abh�angig, etwa �a+ �b = 0(� = �� und � = �� falls �s1 + �s2 Spitze des Kegels mit Darstellungsmatrix�A1 + �A2 ist). Ein beliebiger Punkt x = (�; 0; 0; 0; �) 2 gnfs1; s2g ist daherSpitze der Quadrik Q 2 L mit der Darstellungsmatrix ��A1 + ��A2 .Es bleibt zu zeigen, da� g die einzige Gerade auf � ist. Dazu nehmen wireine weitere Gerade h � � an und betrachten zun�achst den Fall, wo sich gund h schneiden, also in einer Ebene E enthalten sind. Betrachtet man zweiverschieden Spitzen s1; s2 2 gnh , so ist E in den beiden zugeh�origen QuadrikenQ1 und Q2 enthalten und man wird abermals auf den Widerspruch E � �gef�uhrt. Nun k�onnen g und h nur noch windschief sein. Zu einem beliebigens1 2 g sei E die Verbindungsebene von s1 und h . Satz 3.4.4 zufolge enth�alt derSchnitt E \� eine weitere Gerade ~h , die notwendigerweise durch s1 geht. DieExistenz von ~h ist aber bereits durch die Betrachtung des ersten Falls widerlegt.Die durch diesen Satz behandelten Fl�achen � werden im Paragraphen 3.6 imZusammenhang mit der R�omer
�ache von Steiner und ihren Entartungstypeneine Rolle spielen. F�ur den Rest dieses Paragraphen wenden wir uns aber denje-nigen Fl�achen � zu, f�ur die es im linearen B�uschel L (aus (3.6)) singularit�aten-freie Quadriken gibt (diese bilden dann nat�urlich eine o�ene Menge in L). Wirwerden zu ihrer Untersuchung zun�acht das Koordinatensystem anpassen umeine Normaldarstellung der Fl�ache zu erreichen. Dies geschieht mit Hilfe desfolgenden Satzes aus der lineare Algebra:Satz 3.4.9. Es sei A eine symmetrische n � n{Matrix mit Komponentenaus dem algebraisch abgeschlossenen K�orper k der Charakteristik Null. Mit Itbezeichnen wir die t � t{Matrizen, in der auf der Nebendiagonalen lediglichEinsen stehen, w�ahrend alle anderen Eintr�age null sind (It = (�i(t�j))i;j=1;:::;t ,Kroneckersymbol!). Dann gibt es eine Matrix T , die A auf Jordansche Normal-64



form transformiert und f�ur die zus�atzlichT �T = 0BB@ It1 0. . .0 Itr 1CCA =: It1:::trgilt, wobei die Zahlen t1; : : : ; tr den L�angen der `Jordank�asten' von T�1ATentspechen.Beweis. F�ur einen Untervektorraum U � kn sei bU := fx 2 kn j u�x =0 8u 2 Ug der Polarraum von U (bez�uglich der Quadrik mit der Gleichung:x21+: : :+x2n = 0). Es gilt zwar dim U+dim bU = n , aber U\ bU = f0g braucht imallgemeinen nicht zu gelten, da k algebraisch abgeschlossen ist. H(�) bezeichneden Hauptraum zum Eigenwert � und E(�) den Eigenraum.Behauptung 1: F�ur � 6= � gilt dH(�) � H(�) .Sei v 2 H(�) und w 2 H(�) . Wir bezeichnen mit E die Einheitsmatrix undsetzen wi := (A � �E)s�iw , wobei s so gew�ahlt ist, da� w0 = 0 und w1 6= 0ist. F�ur hinreichend gro�es r � 1 erh�alt man unter Ausnutzung der Symmetrievon A : 0 = (A� �E)rv = v�(A� �E + (�� �)E)r == v�( rXj=0 rj!(A� �E)j(�� �)r�jE) = 0:Multipliziert man dies von rechts mit wi , so ergibt sich:rXj=0 rj!(�� �)r�jv�wi�j = 0:Daraus folgt f�ur r = i = 1; : : : ; s sukzessive v�wi = 0.Behauptung 2: Sei W :=< w1; : : : ; ws > die lineare H�ulle der wi und w�sw1 = 1.Dann gibt es Vektoren w01; : : : ; w0s mit W =< w01; : : : ; w0s > und(w0�i w0j)i;j=1;:::;s = Is:Es gilt w�iwj = ((A � �E)wi+1)�wj = w�i+1(A � �E)wj = w�i+1wj�1 f�ur i < sund j � 1. Speziell f�ur i < s und j = 1 erh�alt man w�iw1 = 0. Daher sind dieZahlen�r := w�iwj f�ur r := i+j wohlde�niert und insbesondere �r = 0 f�ur r � s; (�)d.h. in der Matrix (w�iwj)i;j=1;:::;s haben die Nebendiagonalen konstante Werte.Die Bedingung w0i = (A � �E)s�iw0s ergibt aus dem Ansatz w0i = Psj=1 aijwjdie Beziehung (A� �E)w0i = Psj=1 aijwj�1 = Ps�1j=1 ai(j+1)wj = Psj=1 a(i�1)jwj =w0i�1 also ai(j+1) = a(i�1)j und a(i�1)s = 0 f�ur i = 2; : : : ; s . Daher sind dieZahlendr := aij f�ur r := i� j + 1 wohlde�niert, insbesondere dr = 0 f�ur r � 0: (��)65



Nun berechnen sich die Zahlen bi := w0�s w0i zubi = sXk=1 sXl=1 askailw�kwl = sXk=1 sXl=1 ds�k+1di�l+1�k+l:Hierin lassen sich wegen l � i und k + l � s + 1 die Summen zu bi =Psk=s�i+1Pil=s�k+1 ds�k+1di�l+1�k+l verk�urzen (k + l � s ) �k+l = 0 undl � i + 1) di�l+1 = 0). In der Summe tritt die Zahl di nur f�ur k = s � i + 1() l = i) und l = 1 () k = s) auf. In beiden F�allen hei�t der betre�endeSummand d1di�s+1 . Daran erkennt manbi = 2d1di�s+1 � ci(d1; : : : ; di�1) (���)wobei ci ein Polynom in den Unbestimmten d1; : : : ; di�1 ist. Setzt man d1 := 1,so kann man aus (���) und der Bedingung bi = 0 f�ur i = 2; : : : ; s die Zah-len d2; : : : ; ds sukzessive berechnen, da �s+1 = w�sw1 = 1 nach Voraussetzunggilt. F�ur die so berechneten w0i erh�alt man w0�s w01 = b1 = d21�s+1 = 1 undw0�s w0i = bi = 0 f�ur i = 2; : : : ; s . Wendet man nun (�) auf die Vektoren w0i an,so folgt Behauptung 2.Nun k�onnen wir eine Basis aus Hauptvektoren h1; : : : ; hn so konstruieren, da�mit T = (h1; : : : ; hn) f�ur T �T die gew�unschte Gestalt It1:::tr angenommen wird.Nach Behauptung 1 reicht es, die Konstruktion innerhalb eines Hauptraumsetwa H(�1) zu erl�autern ( �1; : : : ; �q seien die Eigenwerte von A). Nun seis1 die minimale Zahl mit H1 := Ker(A � �1E)s1 = H(�1) . Die Bilinear-form �1(x; y) := x�(A � �1E)s1�1y ist nicht f�ur alle Vektorpaare x; y 2 H1Null, denn andernfalls w�are f0g 6= (A � �1E)s1�1(H1) � dH1 \ H1 . Dies kannaber nicht sein, denn nach Behauptung 1 gilt dH1 � Lqi=2H(�i) , woraus wegendim H1 + dimdH1 = n und kn = Lqi=1H(�i) zun�achst dH1 = Lqi=2H(�i) unddaraus kn = H1�dH1 folgt. Demzufolge gibt es ein w 2 H1 mit �1(w;w) 6= 0, daandernfalls �1 auf H1 identisch verschwinden m�u�te. Unter Verwendung der Be-zeichnung wi = (A��1E)s1�iw nehmen wir nun o.B.d.A. w�s1w1 = 1 an, so da�Behauptung 2 zufolge h1; : : : ; hs1 existieren, f�ur die W1 :=< w1; : : : ; ws1 >=<h1; : : : ; hs1 > und (h�ihj)i;j=1;:::;s1 = Is1 gilt. Im Fall W1 = H1 ist man fertig. ImFall W1 6= H1 gilt dW1 \W1 = f0g , denn f�ur y = %1h1 + : : :+ %s1hs1 2 W1 mit%1 6= 0 (o.B.d.A.) ist y�hs1 = %1 6= 0 also y 62 dW1 . Aus dimW1 + dimdW1 = nfolgt kn = dW1 � W1 . Mit H2 := H1 \ dW1 6= f0g gilt H1 = W1 � H2 . Nunsei s2 minimal mit der Eigenschaft H2 � Ker(A � �1E)s2 . F�ur w 2 H2 hatman wi := (A � �1E)s2�iw 2 H2 , denn es gilt w�i hj = w�s2hj�s2+i = 0 f�uri = 1; : : : ; s2 und j = 1; : : : ; s1 also wi 2 H1 \dW1 . Nun sieht man analog wieoben, da� H2\dH2 = f0g wegen kn = W1�H2�H(�2)� : : :�H(�q) und dH2 =W1�H(�2)�: : :�H(�q) gilt (dH2 � Lqi=2H(�i) wegen dH2 �dH1 , dH2 � W1 we-gen dW1 � H2 und Gleichheit wegen dim H2+ dimdH2 = n). Daher gibt es wie-der ein w 2 H2 mit w�s2w1 = 1 (s.o.) und man kann wiederum hs1+1; : : : ; hs1+s2gem�a� Behauptung 2 w�ahlen. Falls < hs1+1; : : : ; hs1+s2 >=: W2 = H2 gilt,66



ist man fertig. Andernfalls kann man das Verfahren wegen dW2 \ W2 = f0gfortf�uhren. Da nun (h�ihj)i;j=sl+1;:::;sl+1 = Isl+1 und h�ihj = 0 f�ur hi; hj aus ver-schiedenen Untervektorr�aumen Wk gilt, erh�alt man die gew�unschte Gestalt vonT �T .Ist nun eine Fl�ache � = Q1 \ Q2 � IP4 vorgelegt und (o.B.d.A.) Q1 singu-larit�atenfrei, so kann man die Darstellungsmatrix A1 von Q1 mit Hilfe desSylvesterschen Tr�agheitssatzes auf die Einheitsmatrix E transformieren: E =S�A1S . W�ahlt man nun zu S�A2S die Transformations T gem�a� Satz 3.4.9, soerh�alt man f�ur Q1 und Q2 , wenn man mit J die Jordannormalform von S�A2Sbezeichnet, simultan folgende vereinfachte Darstellung:~A1 := T �S�A1ST = T �T = It1:::tr~A2 := T �S�A2ST = T �T (T�1S�A2ST ) = It1:::trJ (3.10)Das soll hei�en, da� man nach der Koordinatentransformation die DarstellungenQi = V (x� ~Aix) f�ur i = 1; 2 erh�alt. Die Anzahl s � t1 + : : : + tr = 5 derEigenwerte der Matrix S�A2S bzw. J entspricht der Anzahl der Kegel deslinearen B�uschels L (gem�a� (3.6)). Die Eigenr�aume entsprechen den Spitzendieser Kegel, die daher paarweise disjunkt sind. Geh�oren zu einem Eigenwertzwei `Jordank�asten' in J also zwei der Zahlen t1; : : : tr so bestimmt dieser einenKegel zweiter Art aus L . Ein Eigenwert, der zu drei Jordank�asten von J geh�ort,bestimmt ein reduzibles Element von L .Satz 3.4.10. Ist die Fl�ache � irreduzibel und von viertem Grad, dann besitztkeiner der Eigenwerte von S�A2S eine geometrische Vielfachheit von mehr alszwei.Beweis. Wie bereits bemerkt besitzt das B�uschel L im Fall, da� ein Eigen-wert mit gr�o�erer geometrischer Vielfachheit als zwei existiert, ein reduziblesElement, das sich aus ein oder zwei Hyperebenen zusammensetzt. Diese schnei-den Q1 (o.B.d.A. singularit�atenfrei) in ein oder zwei quadratischen Fl�achen, ausdenen somit � besteht. Daher ist � in diesem Fall reduzibel oder von zweitemGrad.Nun kann man die Fl�achen � durch die sogenannten Segre{Symbole klassi�zie-ren: Durch [t1 : : : tr] werden die Fl�achen bezeichnet, f�ur die sich Q1 und Q2simultan auf die Normalformen Q1 = V (x�It1:::trx) und Q2 = V (x�It1:::trJx)transformieren lassen. Geh�oren zwei Jordank�asten (bzw. die entsprechendenZahlen ti 2 ft1; : : : trg) zum selben Eigenwert, so werden diese beiden Zah-len in Klammern gesetzt, etwa: [(t1t2)t3t4] . Damit lassen sich folgende siebzehnTypen von Fl�achen � unterscheiden: 67



[11111]; [(11)111]; [(11)(11)1]; [2111]; [(21)11]; [2(11)1][311]; [(31)1]; [3(11)]; [41]; [(41)]; [5]; [221]; [(22)1][2(21)]; [32]; [(32)]:Nach dem zuvor Gesagten gibt die Anzahl der nicht in Klammern stehendenZi�ern die Zahl der Kegel erster Art im B�uschel L an, w�ahrend die Zahl derKlammerausdr�ucke im Segre{Symbol derjenigen der Kegel zweiter Art in Lentspricht. Als Beispiel werden die Gleichungen einer Fl�ache vom Typ [32] an-gegeben: fA1 = 0BBBBBB@ 0 0 1 0 00 1 0 0 01 0 0 0 00 0 0 0 10 0 0 1 0
1CCCCCCA ; fA2 = 0BBBBBB@ 0 1 a 0 01 a 0 0 0a 0 0 0 00 0 0 1 b0 0 0 b 0

1CCCCCCAx21 + 2x0x2 + 2x3x4 = 0 ^ a(x21 + 2x0x2) + 2bx3x4 + 2x0x1 + x23 = 0:Darin sind a; b 2 k; a 6= b die Eigenwerte der Matrix S�AS . Die wohl be-kannteste Fl�ache vierter Ordnung mit einer einparametrigen algebraischen Ke-gelschnittfamilie, n�amlich der Torus, besitzt das Segre{Symbol [(11)(11)1] . Alsn�achstes untersuchen wir die Frage, wann � eine Regel
�ache ist.Satz 3.4.11. Die Fl�ache � ist genau dann eine Regel
�ache, wenn � vomTyp [(22)1] oder [(32)] ist.Beweis. 0 =)0Zun�achst ist � kein Kegel. Denn betrachtet man andernfalls als Projektionszen-trum ein y 62 �, welches auf keinem der Kegel aus L liegt, so enth�alt die Fl�ache�y(�) als Doppelpunktskurve einen Kegelschnitt Y (Korollar 3.4.3), was aberunm�oglich ist, da andererseits �y(�) zufolge Satz 3.4.5 ein irreduzibler Kegelvierter Ordnung sein mu� (ein solcher enth�alt �uberhaupt keine Kegelschnitte).Wir zeigen nun, da� im Fall des Typs [11111] keine Regel
�ache vorliegt. Dazubetrachten wir einem der f�unf Kegel aus L , etwa Q . F�ur Q erh�alt man imKoordinatensystem der Normaldarstellung von � die Gleichung(a1 � a0)x21 + (a2 � a0)x22 + (a3 � a0)x23 + (a4 � a0)x24 = 0;worin a0; : : : ; a4 die f�unf verschiedenen Eigenwerte sind, w�ahrend Q1 die Glei-chung x20+x21+x22+x23+x24 = 0 besitzt. Die Ebenen E1 = V (fx1��x2; x3��x4g)und E2 = V (fx1 � �x2; x3 + �x4g) mit � := iqa2�a0a1�a0 und � := iqa4�a0a3�a0 liegenauf Q und geh�oren je einem der beiden linearen Systemen von Ebenen auf Qan, da sie sich in der Geraden V (fx1 � �x2; x3 � �x4; x3 + �x4g) schneiden.Substituiert man nun die Gleichungen von Ei ( i = 1; 2) in diejenige von Q1 ,so ergibt sich mit der Quadrik Q3 := V (x20 + (1 � a2�a0a1�a0 )x22 + (1 � a4�a0a3�a0 )x24)die Identit�at Ei \ Q1 = Ei \ Q3 . Nun sieht man aber leicht, da� Q3 ein irre-duzibler Kegel ist, dessen Spitze s := V (fx0; x2; x4g) o�ensichtlich windschief68



zu den Ebenen E1 und E2 ist. Daher ist f�ur i = 1; 2 der Schnitt Q1 \ Ei sin-gularit�atenfrei. Die Ebenen E1 und E2 spannen eine Hyperebene V auf. Mankann in V einen Projektionspunkt y 62 � so w�ahlen, da� die beiden Kegel-schnitte E1 \� und E2 \� auf zwei verschiedene Kegelschnitte der Bild
�acheF = �y(�) abgebildet werden, die dann beide in derselben Ebene H \ V (Hist die Projektionshyperebene) liegen. Nach Korollar 2.5.2 kann dann F keineRegel
�ache sein und nach Satz 3.4.6 auch nicht �.Nun werden alle von [11111] verschiedenen Typen behandelt. Dazu wird vor-ab bemerkt, da� die Spitze eines Kegels erster Art genau dann auf � liegt,wenn die zu ihm geh�orige Untermatrix Iti von ~A1 = It1:::tr (siehe (3.10)) inder linken oberen Ecke eine Null besitzt, also genau dann, wenn die dem Kegelentsprechende Zahl ti gr�o�er als eins ist. Denn die Spitze ist gerade derjenigeEinheitsvektor, der an der k -ten Stelle eine Eins hat, wobei k die Zeilen- undSpaltenzahl der linken oberen Ecke von Iti in It1:::tr ist. Analog liegt die Spitzeeines Kegels zweiter Art genau dann auf �, wenn die zu ihm geh�origen Zahlenti und tj beide gr�o�er als eins sind.Nun gibt es stets einen Kegel Q in L , so da� seine Spitze s die Fl�ache �schneidet oder sogar auf ihr liegt. Denn falls nicht alle Zahlen ti eins sind, folgtdies aus obiger Bemerkung. In den beiden �ubrigen F�allen gibt es einen Kegelzweiter Art in L , dessen Spitze bestimmt Q1 , also auch �, schneidet.Wir zeigen nun, da� im Fall einer Regel
�ache � sogar ein Kegel zweiter Art,dessen Spitze s in � enthalten ist, in L existieren mu�, woraus mit obigerBemerkung sofort die Zugeh�origkeit von � zu einem der beiden Typen [(22)1]oder [(32)] folgt. Wir nehmen das Gegenteil an. F�ur den Kegel mit s\� 6= ; istdann s\� nulldimensional. Da � selbst kein Kegel ist, gehen nur endlich vieleGeraden durch die endlich vielen Punkte aus s \ �. Nun schneidet aber jedenicht durch s \ � gehende Gerade g � � eine dieser endlich vielen Geraden,denn f�ur x 2 s\� schneidet die Verbindungsebene E von x und g die Fl�ache� in g sowie einer weiteren Gerade durch x (beachte E � Q und Satz 3.4.4).Daher mu� es ein x 2 s\� und eine Gerade h � �, welche x enth�alt und vonunendlich vielen auf � gelegenen Geraden geschnitten wird, geben. Nach Satz3.4.4 gibt es dann aber einen Kegel in L , der unendlich viele Ebenen durch henth�alt und dies kann nur ein Kegel zweiter Art mit Spitze h � � sein, dessenExistenz wir in unserer Annahme aber gerade verneint hatten.0 (=0Diese Richtung der Aussage folgt sofort, wenn man f�ur den Kegel zweiter Artaus dem B�uschel L , dessen Doppelpunktsgerade (Spitze s) notwendigerweiseauf � liegt, die Schnitte seiner Ebenen, welche s stets enthalten, mit � be-trachtet.
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3.5 Quartiken mit einem DoppelkegelschnittMit Hilfe der S�atze des letzten Paragraphen ist es nun m�oglich, Dimensionund Zahl der irreduziblen Komponenten der Chow{Variet�at C1;2(F )irr f�ur eineQuartik der Typen (b) und (c) (gem�a� Paragraph 3.2), deren singul�arer Ortalso einen Kegelschnitt �C2 enth�alt, zu bestimmen.W�ahlt man das Koordinatensystem im IP3 so, da� die Grundpunkte A0 undA2 auf �C2 liegen, A1 der Pol der Verbindungsgerade von A0 und A2 bez�uglich�C2 ist und sich A3 au�erhalb der Tr�agerebene von �C2 be�ndet, so erh�alt manbei geeigneter Normierung des Koordinatensystems �C2 = V (fx3; x21 + 2x0x2g) .Dar�uberhinaus gilt sogar I( �C2) = (x3; x21 + 2x0x2) . Denn f�ur f 2 I( �C2) mu�f(x0; x1; x2; 0) von x21 + 2x0x2 geteilt werden (homogene Ideale irreduziblerebener Kurven sind stets Hauptideale in k[x0; x1; x2] , die von irreduziblenPolynomen erzeugt werden). Also erh�alt man f = x3u + (x21 + 2x0x2)v mitu; v 2 k[x0; : : : ; x3] . F�ur das irreduzible Polynom f , dessen NullstellenmengeF ist, ergibt sich wegen �C2 � F zun�achst der Ansatz f = (x21+2x0x2)v2+x3v3mit homogenen v2; v3 2 k[x0; : : : ; x3] der respektiven Grade zwei und drei.Betrachtet man die Ableitungen von f nach x0; x1 sowie x2 , so folgt wegen�C2 � SingF weiterhin v2 2 I( �C2) also v2 = x21 + 2x0x2 + x3v1 und daherf = (x21 + 2x0x2)2 + x3u3 mit einem u3 2 k[x0; : : : ; x3] von drittem Grad. DieBetrachtung der Ableitung von f nach x3 lehrt nun u3 2 I( �C2) . Daher gibt esu1; u2 2 k[x0; : : : ; x3] mit f = (x21 + 2x0x2)2 � 4x3((x21 + 2x0x2)u1 + x3u2) undman erh�alt f = (x21 + 2x0x2 � 2x3u1)2 � 4x23(u2 + u21): (3.11)Nun folgt aus Satz 3.4.1, da� es eine Fl�ache � = Q1\Q2 als Durchschnitt zweierQuadriken des IP4 und ein y 2 IP4n� gibt, so da� die Projektion �y(�) von �mit Projektionszentrum y auf eine y nicht enthaltende Hyperebene, welche manmit IP3 identi�zieren kann, gerade F ergibt. Die Quadrik Q aus dem von Q1und Q2 aufgespannten linearen B�uschel L , die den Punkt y enth�alt ist Korollar3.4.3 zufolge wegen Y = �C2 singularit�atenfrei. Daher kann man auf die Fl�ache� die S�atze 3.4.9 bis 3.4.11 anwenden. Zusammen mit den S�atzen 3.4.4 bis 3.4.7erkennt man, da� ein von �C2 verschiedener Kegelschnitt C2 auf F einem vonh�ochstens zehn linearen Systemen von Kurven auf F angeh�ort, welches auf einernichtleeren o�enen Teilmenge von Parameterwerten Kegelschnitte enth�alt (daC1;2(F )irr o�en in C1;2(F )). Die Tr�agerebenen dieser Kegelschnitte durchlaufenentweder ein lineares B�uschel von Ebenen, oder h�ullen einen Kummerschen Ke-gel von F ein (Satz 3.4.7). Weiterhin ist F genau dann eine Regel
�ache, wenndies f�ur � zutri�t (Satz 3.4.6). In diesem Fall ist � durch die Segre{Symbole[(22)1] oder [(32)] charakterisiert (Satz 3.4.11) und SingF enth�alt neben �C2eine Gerade �g , welche das Bild der in � enthaltenen Spitze des Kegels zweiterArt aus L ist. Nimmt man n�amlich letzteren o.B.d.A. als Q2 = V (f2) an, so er-kennt man bei einer Betrachtung der Ableitungen von g in Gleichung (3.9), da�70



alle Punkte aus SingQ2 auf singul�are Punkte von F = V (g(x0; x1; x2; x3; 0))abgebildet werden. Daher geh�ort jede Regel
�ache mit einem Doppelkegelschnitt�C2 automatisch zum Typ (c). Umgekehrt erkennt man, da� jede Fl�ache vomTyp (c) eine Regel
�ache ist. Dazu betrachtet man die Schnitte von F mit Ebe-nen durch die Doppelgerade �g von F und beachte, da� die Schnittkurven stetseine Singularit�at au�erhalb von �g besitzen, n�amlich den Schnittpunkt mit �C2 .Da somit die Fl�achen vom Typ (b) keine Regel
�achen sind, enthalten die gem�a�Satz 3.4.7 existierenden linearen Kurvensysteme auf F stets f�ur eine nichtleereo�ene Teilmenge der Parametervariet�at Kegelschnitte. Diese liefern also irredu-zible algebraische Familien von Kegelschnitten auf F . Damit erh�alt man:Satz 3.5.1. Die Quartiken F vom Typ (b) sind keine Regel
�achen. Die Chow{Variet�aten C1;2(F )irr zerfallen in einen isolierten Punkt, welchem der Doppelke-gelschnitt �C2 entspricht, und ein bis acht oder zehn eindimensionale irreduzibleKomponenten, die entsprechend viele einparametrige algebraische Familien vonKegelschnitten auf F liefern. Die Variet�aten T_ � IP3 der Tr�agerebenen zudiesen Familien (gem�a� Satz 2.6.3) sind entweder o�ene Teilmengen von Ge-raden oder von Kegelschnitten des IP3_ . In ersterem Fall schneiden die Tr�ager-ebenen Kegelschnittpaare derselben Familie aus F aus, w�ahrend sie im zweitenFall einen quadratischen Kegel (Kummerschen Kegel) des IP3 einh�ullen undaus F je zwei Kegelschnitte, welche zu zwei verschiedenen Familien geh�oren,ausschneiden.Die Quartiken vom Typ (b) lassen sich unter dem Gesichtspunkt der Kegel-schnittfamilien in folgende zehn Typen einteilen:(b1) 1 0 [(41)](b2) 2 1 [5](b3) 3 1 [(31)1]; [3(11)]; [2(21)](b4) 4 1 [1(11)(11)](b5) 4 2 [41]; [32](b6) 5 2 [(21)11]; [2(11)1](b7) 6 3 [311]; [221](b8) 7 3 [(11)111](b9) 8 4 [2111](b10) 10 5 [11111]Tabelle 1Erste Spalte: Typ-BezeichnungZweite Spalte: Anzahl der KegelschnittfamilienDritte Spalte: Anzahl der Kummerschen KegelVierte Spalte: Segre{Symbol der zugeh�origen Fl�achen �Es mu� darauf hingewiesen werden, da� diese Unterteilung der Quartiken vom71



Typ (b) nur sehr grob ist. Etwas detaillierter wird anhand der Charakteristikader Singularit�aten dieser Fl�achen in den entsprechenden Tabellen in [18, S.440-444] oder [12, S.82-85] vorgegangen.Satz 3.5.2. Die Quartiken F vom Typ (c) sind stests Regel
�achen. Sie k�on-nen in zwei Untertypen (c1) und (c2) unterschieden werden. Die Fl�achen desersten Typs enthalten nur den einen Kegelschnitt �C2 , w�ahrend f�ur die zumzweiten Typen geh�origen die Chow{Varit�at C1;2(F )irr neben dem �C2 entspre-chenden Punkt genau eine irreduzible Komponente der Dimension eins besitzt.Die Tr�agerebenen der Kegelschnitte dieser Familie sind Tangentialebenen einesKummerschen Kegels.Beweis. Die Quartiken F sind Regel
�achen, da alle ebenen Schnitte mit Ebe-nen aus �g_ (�g = Doppelgerade von F ) voll in Geraden zerfallen (s.o). DieFl�achen vom Typ (c1) sind genau diejenigen, f�ur die � vom Segre{Typ [(32)]ist. Man sieht sofort, da� � keine Kegelschnitte besitzt, wenn man Satz 3.4.4und die Tatsache beachtet, da� alle Ebenen des einzigen Kegels aus L , welchervon zweiter Art ist und dessen Spitze in � und all diesen Ebenen enthalten ist,nur Geraden aus � ausschneiden. Nach Satz 3.4.6 enth�alt F nur den einen Ke-gelschnitt �C2 = Y (Korollar 3.4.3). Die Fl�achen vom Typ (c2) sind diejenigen,f�ur die � das Segre{Symbol [(22)1] besitzt. Auch hier schneiden die Ebenendes Kegels zweiter Art aus L nur Geraden von � aus. Wir zeigen nun, da�genau eines der beiden linearen Systemen von Ebenen des Kegels erster Art ausL Kegelschnitte von � liefert, woraus dann mit Hilfe der S�atze 3.4.4 bis 3.4.7die Behauptung folgt. Sei nun Q1 der Kegel erster Art aus L und Q2 derjenigezweiter Art mit den Spitzen s1 und s2 . Es gilt s1 62 s2 (siehe Abhandlung imAnschlu� an Satz 3.4.9) und s2 � � � Q1 . Sei E � Q1 die Verbindungsebenevon s1 und s2 . Alle Ebenen, die mit E im gleichen System von Ebenen aufQ1 liegen, schneiden E in s1 also schneiden sie s2 nicht. Da aber alle Geradenvon Q2 die Spitze s2 schneiden, liefern die Schnitte dieser Ebenen mit � si-cher Kegelschnitte (mit Ausnahme von E selbst). Denn w�urden sie in Geradenzerfallen, so m�u�ten dies ja Geraden von Q2 sein. Die Ebenen des anderen Sy-stems aber schneiden s2 stets, da sie E in Geraden schneiden, und damit � inKurven mit einer Singularit�at. Diese k�onnen aber keine Kegelschnitte sein.
3.6 Die Steinersche R�omer
�ache und ihre Entartungs-typenBevor die Quartiken vom Typ (d) behandelt werden, betrachten wir den Typ (e).Der folgende Satz zeigt, da� hier alle Fl�achen zueinander projektiv �aquivalentsind. Es handelt sich um die sogenannte R�omer
�ache von Steiner.72



Satz 3.6.1. Sei F eine (von einem Kegel verschiedene) Quartik mit drei ko-punktalen aber nicht koplanaren Doppelgeraden �g1; �g2; �g3 . Dann l�a�t sich dieGleichung von F auf die Formf = x21x22 + x21x23 + x22x23 � 2x0x1x2x3 = 0 (3.12)transformieren.Beweis. Mit A0; : : : ; A3 bezeichnen wir wieder die Grundpunkte des Koor-dinatensystems. Zun�achst w�ahlt man A0 = �g1 \ �g2 \ �g3 und Ai 2 �ginfA0gf�ur i = 1; 2; 3. Nun gilt f�ur die homogenen Ideale der drei GeradenpaareI( �g1 [ �g2) = (x3; x1x2); I( �g1 [ �g3) = (x2; x1x3) und I( �g2 [ �g3) = (x1; x2x3)(vgl. die Basisdarstellung von I( �C2) im vorigen Paragraphen). Analog zur Be-gr�undung von Gleichung (3.11) (mit I( �g2 [ �g3) anstelle von I( �C2)) erh�alt manzun�achst als Gleichung von Ff = x21u2 + x1x2x3u1 + cx22x23 = 0mit homogenen u1; u2 2 k[x0; : : : ; x3] vom Grad eins bzw. zwei und c 2 k .Die Wahl der Koordinatengrundpunkte bedingt u2(x0; x1; 0; x3) = bx23 (wegenF \V (x2) = �g1[ �g3 ) und u2(x0; x1; x2; 0) = ax22 (wegen F \V (x3) = �g1[ �g2 ) mita; b 2 k also u2 = ax22 + dx2x3 + bx23 . Deswegen hat f tats�achlich die Gestaltf = ax21x22 + bx21x23 + cx22x23 + x1x2x3(�x0 + �x1 + 
x2 + �x3):Da F kein Kegel ist, mu� � 6= 0 sein und man kann A1; A2; A3 l�angs derGeraden �g1; �g2; �g3 in die Ebene E := V (�x0 + �x1 + 
x2 + �x3) verlegen. Nachdieser Transformation hat F die Gleichungf = ax21x22 + bx21x23 + cx22x23 + dx0x1x2x3 = 0:Nun soll f irreduzibel sein und daher ist notwendigerweise a 6= 0; b 6= 0 undc 6= 0. Sind dann �; �; � vierte Wurzeln von a; b und c , so erh�alt man nachAusf�uhrung der Transformation x00 = � d2���x0; x01 = ��� x1; x02 = ��� x2; x03 =��� x3 die gew�unschte Gleichung (3.12)Die Irreduzibilit�at des Polynoms f aus Gleichung (3.12) folgt daraus, da� fals Polynom in x0 �uber dem Ring k[x1; x2; x3] linear ist. Nun sind x1x2x3 undx1x2+x1x3+x2x3 zueinander teilerfremd, so da� in einer Darstellung f = f1f2f1 2 k oder f2 2 k folgt. Also ist f irreduzibel.Satz 3.6.2. F�ur die R�omer
�ache F ist die Chow{Variet�at C1;2(F )irr irredu-zibel und zweidimensional. Die auf F gelegenen Kegelschnitte geh�oren zu einemzweidimensionalen linearen System von Kurven, unter denen auch die drei Dop-pelgeraden von F vorkommen, welche die einzigen Geraden auf F sind.73



Beweis. Wir fangen mit der letzten Behauptung an. Die nach Satz 3.4.1 zuF existierende Fl�ache � � IP4 erh�alt man als Schnitt der beiden Quadri-ken Q1 und Q2 mit den Gleichungen f1 = 2x1x2 + 2x3x4 = 0 und f2 =x21 + x22 + x24 + 2x0x4 = 0 (verwende Gleichung (3.9) mit y = (0; 0; 0; 0; 1)).Daraus berechnet man, da� alle Elemente des von Q1 und Q2 aufgespanntenlinearen B�uschels L Kegel sind, weshalb nach den S�atzen 3.4.6 und 3.4.8 die dreiDoppelgeraden die einzigen Geraden von F sind (� enth�alt nur eine Gerade).Durch die Polynome ax1x2 + bx1x3 + cx2x3 mit a; b; c 2 k ist das lineare NetzN von quadratischen Kegeln mit Spitze A0 (zweidimensionaler linearer Unter-raum von IP�3;2 , dessen Punkte Divisoren zweiten Grades des IP3 entsprechen)gegeben, dessen s�amtliche Elemente durch die drei Doppelgeraden von F ge-hen. Sei fCn j n 2 Ng das hierdurch de�nierte lineare System von Kurven aufF , ohne die festen Bestandteile �g1; �g2 und �g3 (siehe Paragraph 2.3). Nach Be-merkung 2.1.6 sind die Kurven Cn von h�ochstens zweitem Grad ( �g1; �g2 und �g3z�ahlen im Schnitt doppelt). Nach der schon bewiesenen letzten Behauptung desSatzes kann es sich bei diesen nur um Kegelschnitte oder um eine aus ein oderzwei der Geraden �g1; �g2; �g3 zusammengesetzte Kurve handeln. Andererseits gehtjeder auf F gelegene Kegelschnitt C2 durch alle drei Doppelgeraden, falls seineTr�agerebene E eine solche nicht enth�alt. Denn E schneidet F notwendigerwei-se in zwei Kegelschnitten, und diese m�ussen sich, da sie selbst singularit�atenfreisind, in den (auf E gelegenen) Punkten der drei Doppelgeraden schneiden. Da-her kommt auch der quadratische Kegel mit Spitze A0 , welcher C2 enth�alt,unter den Kegeln des Netzes vor. Falls die Tr�agerebene des Kegelschnittes eineder Doppelgeraden enth�alt, kommt das Paar von Ebenen, dessen eines Elementdie Tr�agerebene, das andere hingegen die Verbindungsebene der beiden ande-ren Doppelgeraden ist, unter den Elementen des Netzes vor. Daher geh�oren alleKegelschnitte auf F zum linearen System fCn j n 2 Ng . Die Behauptung desSatzes folgt nun aus einer Betrachtung der Abbildung � : N ! C1;2(F ) ausSatz 2.2.2. Denn ein Kegelschnitt auf F wird von genau einem Kegel aus Nausgeschnitten, so da� � einelementige Fasern besitzt. Nach Satz 1.2.2 ist �(N)zweidimensional und nach Satz 1.2.1 abgeschlossen und irreduzibel. Nun gilt; 6= C1;2(F )irr � �(N) , und da C1;2(F )irr o�en in C1;2(F ) also auch in �(N)ist, folgt, da� C1;2(F )irr dicht in �(N) , also ebenfalls irreduzibel und zweidi-mensional ist (alle o�enen Teilmengen einer irreduziblen Variet�at sind dicht).Satz 3.6.3. Die zu einer R�omer
�ache gem�a� Satz 3.4.1 existierende Fl�ache� � IP4 ist bis auf projektive �Aquivalenz eindeutig bestimmt.Beweis. Zun�achst m�ussen alle Quadriken des zu � geh�origen B�uschels L Ke-gel sein, da andernfall den S�atzen 3.4.4, 3.4.6 und 3.4.7 zufolge C1;2(F )irr imWiderspruch zu Satz 3.6.2 nur eindimensional w�are (zu den endlich vielen Ke-geln aus L gibt es dann nur endlich viele einparametrige Kegelschnittfamilien).Wegen Satz 3.4.8 besitzt � nur eine einzige Gerade, so da� nach Satz 3.4.6 Y74



(aus Korollar 3.4.3) aus zwei der Doppelgeraden �g1; �g2 und �g3 bestehen mu�.In Gleichung (3.9) ist daher die Form g1(x; y) proportional zu x1; x2 oder x3 .Da sich bei einer Permutation der Koordinatengrundpunkte A1; A2 und A3Gleichung (3.12) nicht �andert, folgt die Behauptung des Satzes aus Bemerkung3.4.2.Nun sieht man auch umgekehrt, da� das Bild �y(�) einer derartigen Fl�ache �(gem�a� Satz 3.4.8) eine R�omer
�ache von Steiner ist, sofern nur y auf einemKegel Q1 erster Art aus L gew�ahlt wird, der die Verbindungsebene von y mitder einzigen Gerade g auf � nicht enth�alt. Denn die Punkte von g werden aufsingul�are Punkte von F abgebildet, also �y(g) � SingF . Dazu betrachte manx 2 g o.B.d.A. als Spitze des Kegels Q2 = V (f2) und beachte, da� alle Ablei-tungen der Form g aus Gleichung (3.9) f�ur x verschwinden (vgl. Begr�undungvon Satz 3.5.1). Nun gilt �y(g) 6� Y (Bez. gem�a� Korollar 3.4.3), denn andern-falls w�are die Verbindungsgerade von y und g in Q1 enthalten. Die Gerade gschneidet die beiden Ebenen von Q1 , in denen y liegt, in der Spitze von Q1(diese liegt nach Satz 3.4.8 auf g ). Also besitzt F mit �y(g) und den beidenGeraden aus Y nach Korollar 3.4.3 drei kopunktale Doppelgeraden und ist lautSatz 3.6.1 eine R�omer
�ache, denn mit nur drei Geraden kann F kein Kegel sein.Dieser Sachverhalt hilft uns, diejenigen Fl�achen � aus Paragraph 3.4 in denGri� zu bekommen, welche nicht durch Segre{Symbole zu charakterisieren sind.Diese sind nun n�amlich des Satzes 3.6.3 zufolge alle zueinander projektiv �aqui-valent. Man kann die im Beweis von Satz 3.6.2 angegebenen Gleichungen vonQ1 und Q2 als Normaldarstellung von � verwenden.Es entsteht nun die Frage ob es neben der R�omer
�ache weitere Quartiken gibt,die als Projektion dieser Fl�ache � auftreten, und daher ebenso eine zweipa-rametrige Familie von Kegelschnitten besitzen. Im folgenden wird gezeigt, da�es bis auf projektive �Aquivalenz noch genau zwei solche Quartiken gibt. Dabeiwerden auch deren Gleichungen ermittelt. Zun�achst sei dazu bemerkt, da� dasB�uschel L genau zwei Kegel zweiter Art enth�alt, deren Gleichungen f1+f2 = 0beziehungsweise f1 � f2 = 0 sind und die wir mit Q3 und Q4 bezeichnen.Dabei sind f1 = 2x1x2 + 2x3x4 und f2 = x21 + x22 + x24 + 2x0x4 die Polyno-me aus dem Beweis von Satz 3.6.2 mit Q1 = V (f1) und Q2 = V (f2) . Sei Gdie Verbindungsebene des Projektionszentrums y mit der einzigen Gerade gauf �. F�ur das Projektionszentrum y bleiben noch folgende spezielle Lagen zuber�ucksichtigen:(i) G ist in Q1 enthalten.(ii) Es ist zwar y nicht aber G in Q3 enthalten.(iii) G ist in Q3 enthalten. 75



Die Beschr�ankung auf die Quadriken Q1 und Q3 verletzt nicht die Allgemein-heit der Betrachtung. Die Fl�achen F = �y(�) nach Fall (i) und (ii) besitzen alsDoppelpunktskurve ein paar schneidender Geraden, geh�oren also zum Typ (f)der Einteilung aus Paragraph 3.2, w�ahrend im Fall (iii) nur eine Doppelgeradevorhanden ist, so da� diese Fl�achen zum Typ (h) geh�oren.Satz 3.6.4. Die Quartiken F = �y(�) f�ur die y wie unter (i) oder (ii)gew�ahlt ist, sind projektiv �aquivalent zur Quartik mit der Gleichungx41 + 2x0x2x21 + x22x23 = 0 (3.13)Beweis. Behauptung: Zu einer der beiden Doppelgeraden �g1 und �g2 von F(o.B.d.A. sei dies �g1 ) gibt es eine Ebene E die l�angs dieser die Fl�ache doppeltber�uhrt, d.h. (E \ F )div = 4 �g1 .Beweis der Behauptung im Fall (i): Da g die Spitze von Q1 enth�alt, gibt es einevon G verschiedene Ebene G0 � Q1 , welche g enth�alt. G und G0 werden vonder l�angs g ber�uhrenden Hyperebene aus Q1 ausgeschnitten. Nun ist nach Satz3.4.4 G0 \ � = g , da g die einzige Gerade auf � ist (Satz 3.4.8). Also erf�ulltE := �y(G0) die Bedingung der Behauptung wegen �y(G0 \ �) = �g1 = �y(g) .Beweis der Behauptung im Fall (ii): Die Ebene E := TyQ3 \ H (H = Pro-jektionshyperebene) schneidet F o�enbar nur in der Geraden �g1 = Y (sieheKorollar 3.4.3), weshalb man sofort fertig ist.Nun w�ahlt man als Koordinatengrundpunkte A0 := �g1 \ �g2; A3 2 �g1n �g2 undA1 2 En �g1 . Die Verbindungsebene von A1 und �g2 schneidet F in �g2 und ei-nem Kegelschnitt C2 ( �g1 und �g2 sind die einzigen Geraden auf F !), der Ein A0 ber�uhrt (nach der Behauptung). Daher kann man o.B.d.A. A1 als Polder Gerade �g2 bez�uglich C2 annehmen. W�ahle nun A2 als den von A0 ver-schiedenen Schnittpunkt zwischen C2 und �g2 . Bei geeigneter Normierung desKoordinatensystems ergibt sich daraus f�ur das homogene Polynom f , dessenNullstellenmenge F ist, f(x0; 0; x2; x3) = x22x23 (wegen V (x1) \ F = �g1 [ �g2 ),f(x0; x1; 0; x3) = x41 (wegen V (x2) = E ) und f(x0; x1; x2; 0) = �x21(x21 + 2x0x2)(wegen V (x3)\F = �g2 [C2 ). Folglich erh�alt man � = 1 und als Gleichung f�urF : f = x41 + 2x0x2x21 + 2x1x2x3(ax0 + bx1 + cx2 + dx3) + x22x23 = 0mit a; b; c; d 2 k . F�ur eine Urbild
�ache � gem�a� Satz 3.4.1 von F �ndet man et-wa f1 = 2x2x3+2x1x4 = 0 und f2 = x21+2x0x2�2x4(ax0+bx1+cx2+dx3)+x24 =0 als Gleichungen (siehe (3.9) mit y = (0; 0; 0; 0; 1)). Die Bedingung, da� f2 = 0die Gleichnung eines Kegels ist, liefert aus der Determinante der Darstellungs-matrix sofort d = 0. Wenn man nun weiterhin ausn�utzt, da� alle Elemente desvon f1 und f2 aufgespannten linearen B�uschels L Kegel darstellen, so liefert dieBerechnung der entsprechenden Determinante a = 0. Schlie�lich f�uhrt man dieKoordinantentransformation x0 = x00+ c22 x02+b(cx01�x03); x1 = x01; x2 = x02 und76



x3 = x03�cx01 durch (die gestrichenen sind die neuen Koordinaten!), was unmit-telbar in Gleichung (3.13) resultiert (beachte, da� die Transformationsmatrixf�ur alle b; c 2 k tats�achlich regul�ar ist).Satz 3.6.5. Die Quartiken F = �y(�) f�ur die y wie unter (iii) gew�ahlt ist,sind projektiv �aquivalent zur Quartik mit der Gleichungf = (x21 + 2x2x3)2 + x32x0 = 0 (3.14)Beweis. Sei G die Ebene von Q3 , welche die (einzige) Gerade g � � enth�alt.Wir f�uhren die Projektion f�ur einen Punkt y 2 Gn� durch. Die Gleichungender Quadriken Q1 und Q2 seien wieder f1 = 2x1x2 + 2x3x4 = 0 und f2 =x21+x22+x24+2x0x4 = 0 (siehe Beweis von Satz 3.6.2). Die Quadrik Q3 besitztdann die Gleichung f1 + f2 =: f3 = (x1 + x2)2 + 2x0x4 + 2x3x4 + x24 = 0.Ein beliebiger Punkt y 2 Gn� ist durch y = (�; 1;�1; �; 0) f�ur �; � 2 k und� + � 6= 0 gegeben. Nun ist f3(y) = 0; f1(y) = �2; g3(x; y) = (� + �)x4 undg1(x; y) = x2�x1+�x4 . Setzt man dies in Gleichung (3.9) ein (und zwar f3 f�urdortiges f1 und f1 f�ur dortiges f2 ), so erh�alt man f�ur das Polynom g , dessenNullstellenmenge der Kegel Z an � mit Spitze y ist,g = (�2((x1 + x2)2 + 2x0x4 + 2x3x4 + x24)� 2(�+ �)x4(x2 � x1 + �x4))2��4(�+ �)2x24((x2 � x1 + �x4)2 + 4x1x2 + 4x3x4):Wir projizieren nun die Fl�ache � auf die Hyperebene H = V (x1�x2+(���2 )x4)indem wir hierin x2 durch x1+(���2 )x4 ersetzen. Nach einiger Rechnung erh�altman f�ur die Gleichung von F (= Z \H ), falls man durch vier dividiert:f = ((2x1 + (�� �2 )x4)2 + x4(2x0 + 2x3 + x4))2++(�+ �)2x34((�� �2 )2x4 + 2x0 � 2x3)Durch die Koordinatentransformation x00 = ((���2 )2x4+2x0�2x3)=(�+�)2; x01 =2x1 + (���2 )x4; x02 = x4 und x03 = x0 + x3 + 12x4 gelangt man von dort zu dergew�unschten Gleichung (3.14) (wenn man die Striche als Kennzeichnung derneuen Koordinaten wieder entfernt und beachtet, da� die Transformation un-abh�angig von � und � stets bijektiv ist).Satz 3.6.6. F�ur die Quartiken F der Gleichungen (3.13) und (3.14) ist dieChow{Variet�at C1;2(F )irr irreduzibel und zweidimensional. Die auf F gelegenenKegelschnitte geh�oren zu einem zweidimensionalen linearen System von Kurven,unter denen auch die Doppelgeraden von F vorkommen (im ersten Fall sind dieszwei und im zweiten eine), welche die einzigen Geraden auf F sind.77



Beweis. Der Beweis verl�auft v�ollig analog zu dem von Satz 3.6.2. Dabei istim ersten Fall das durch ax21 + bx1x2 + cx2x3 und im zweiten Fall das durcha(x21 + 2x2x3) + bx1x2 + cx22 f�ur a; b; c 2 k gegebene lineare Netz von Kegeln(an Stelle des dortigen) zu verwenden.Die beiden Quartiken mit den Gleichungen (3.13) und (3.14) treten somit alsEntartungsf�alle der R�omer
�ache von Steiner auf. Deshalb werden sie auch R�omer-
�ache erster bzw. zweiter Art genannt. In Anlehnung an Satz 3.2.2 f�uhren wirdie Typenbezeichnungen (f10) bzw. (h7) ein.3.7 Quartiken mit zwei schneidenden DoppelgeradenAnalog zur Herleitung von Gleichung (3.11) zu Anfang des Paragraphen 3.5�ndet man f�ur die hier zu betrachtenden Quartiken die Gleichungsform:f = (2x0x2 � 2x3u1)2 � 4x23v2 = 0 (3.15)mit homogenen Polynomen u1; v2 2 k[x0; : : : ; x3] der respektiven Grade einsund zwei, wobei �g1 = V (fx0; x3g) und �g2 = V (fx2; x3g) die beiden Doppel-geraden sind. Aus Satz 3.4.1 ergibt sich daher wieder, da� jede der hier be-trachteten Quartiken als Projektion einer Schnitt
�ache � = Q1 \ Q2 � IP4zweier Quadriken gem�a� Paragraph 3.4 auftritt. Dar�uber hinaus k�onnen wir indiesem Paragraphen annehmen, da� das von Q1 und Q2 aufgespannte lineareB�uschel L singularit�atenfreie Quadriken besitzt, da nach dem letzten Para-graphen andernfalls eine R�omer
�ache bzw. ihr Entartungstyp (f10) vorliegt.Daher k�onnen wir die Fl�ache � durch die Segre{Symbole klassi�zieren und dieS�atze 3.4.9 bis 3.4.11 anwenden. Korollar 3.4.3 zufolge mu� das Projektionszen-trum hier allerdings auf einem der h�ochstens f�unf Kegel des linearen B�uschelsL angenommen werden. Wir wollen stets die in Satz 3.4.1 konstruierte Fl�ache� = V (2x0x2 + 2x3x4) \ V (x24 � v2) = Q1 \ Q2 betrachten, so da� mit Korol-lar 3.4.3 Y = �g1 [ �g2 folgt. Daher k�onnen wir y stets auf einem Kegel ersterArt aus L annehmen. Auf welchem der Kegel y liegen soll, wird durch einenQuerstrich �uber der betre�enden Zi�er oder Klammer des Segre{Symbols von� angedeutet. Wie schon im Paragraph 3.5 ist besonderes Augenmerk auf dieRegel
�achen � zu richten. Laut Satz 3.4.11 ist der Fall [(22)�1] zu betrachten.Sei dazu Q1 der Kegel erster Art aus L und Q2 derjenige zweiter Art. Die Ver-bindungsebene der beiden Spitzen s1 und s2 dieser Kegel sei E . Sie ist wegens2 � � � Q1 in Q1 enthalten. F�ur die Lage von y sind die F�alle y 2 E undy 62 E zu unterscheiden.Im ersten Fall folgt �y(s2) � Y , so da� F nur die beiden Doppelgeraden �g1 und�g2 mit �g1 [ �g2 = Y besitzt. Sei o.B.d.A. �g1 = �y(s2) . Wie im Beweis des Sat-zes 3.5.2 sieht man, da� die Ebenen des linearen B�uschels von Q1 , welchem E78



angeh�ort, � in Kegelschnitten schneiden und auf Elemente des Ebenenb�uschels�g2_ abgebildet werden (Satz 3.4.7). Die Ebenen des anderen linearen B�uschelsund die im Kegel Q2 enthaltenen schneiden � jedoch in Geraden und werdenauf Ebenen des B�uschels �g1_ abgebildet. Die S�atze 3.4.4 bis 3.4.7 sowie 3.4.11liefern daraus unter Ber�ucksichtigung der Tatsache, da� im Fall y 62 E dreiDoppelgeraden auf F vorhanden sind, denSatz 3.7.1. Unter den Quartiken F vom Typ (f) (nach Paragraph 3.2) gibtes einen Typ von Regel
�achen, den wir mit (f1) bezeichnen und der die Segre{Charakteristik [(22)�1] besitzt. Die Chow{Variet�at C1;2(F )irr ist f�ur diese ir-reduzibel und eindimensional. Insbesondere geh�oren alle Kegelschnitte von Fdem linearen System ohne feste Bestandteile an, das von einem der beiden Ebe-nenb�uschel �g1_ oder �g2_ induziert wird.Nun betrachten wir den Fall y 62 E , in dem, wie schon oben bemerkt, wegen�y(s2) 6� Y drei Doppelgeraden auf F existieren. Da� �y(s2) eine Doppelgeradevon F ist, sieht man wie in der Begr�undung von Satz 3.5.1. Den S�atze 3.2.2und 3.6.3 zufolge kann F nur noch zum Typ (d) geh�oren. Seien nun �g1 und�g3 die zueinander windschiefen Doppelgeraden einer Quartik F vom Typ (d).Alle Ebenen der B�uschel �g1_ und �g2_ schneiden F in Geraden, da im Schnittstets eine Singularit�at au�erhalb der Tr�agergeraden dieser B�uschel vorhandenist. Daher sind Fl�achen vom Typ (d) auch stets Regel
�achen und man erh�alt inAnalogie zum vorherigen Satz denSatz 3.7.2. Alle Quartiken F vom Typ (d) sind Regel
�achen mit der Segre{Charakteristik [(22)�1] . Au�erdem ist f�ur diese die Chow{Variet�at C1;2(F )irrirreduzibel und eindimensional. Alle Kegelschnitte von F geh�oren dem linearenSystem ohne feste Bestandteile an, das vom Ebenenb�uschel �g2_ induziert wird,wobei �g2 diejenige Doppelgerade von F ist, welche die beiden anderen schneidet.F�ur die �ubrigbleibenden Quartiken mit zwei sich schneidenden Doppelgeradenerh�alt man durch Anwendung der S�atze aus Paragraph 3.4 schlie�lich denSatz 3.7.3. F�ur die Quartiken F vom Typ (f), die weder Regel
�achen nochR�omer
�achen zweiter Art sind, zerfallen die Chow{Variet�aten C1;2(F )irr inzwei bis acht oder zehn eindimensionale irreduzible Komponenten, welche ent-sprechend viele einparametrige algebraische Familien von Kegelschnitten auf Fliefern. Die Variet�aten T_ � IP3_ der Tr�agerebenen zu diesen Familien (gem�a�Satz 2.6.3) sind entweder o�ene Teilmengen von Geraden oder von Kegelschnit-ten des IP3_ . In ersterem Fall schneiden die Tr�agerebenen Kegelschnittpaa-re derselben Familie aus F aus, (wenn man von den F�allen T_ � �g1_ undT_ � g2_ absieht, in denen die Tr�agerebenen nur einen Kegelschnitt von F ent-halten) w�ahrend sie im zweiten Fall einen quadratischen Kegel (KummerschenKegel) des IP3 einh�ullen und aus F je zwei Kegelschnitte zweier verschiedenerFamilien ausschneiden. 79



Wir teilen nun diese Quartiken auf �ahnliche Weise wie im Anschlu� an Satz3.5.1 ein wobei die Zahl der algebraischen Familien von Kegelschnitten auf Fdas einzige Unterscheidungskriterium ist (vgl. Tabelle 1).(f2) 2 0 [�5](f3) 3 0 [(31)�1]; [�3(11)]; [�2(21)]; [�1(11)(11)](f4) 4 1 [�41]; [4�1]; [�32]; [3�2](f5) 5 1 [(21)�11]; [�2(11)1]; [2(11)�1](f6) 6 2 [�311]; [3�11]; [�221]; [22�1](f7) 7 2 [(11)�111](f8) 8 3 [�2111]; [2�111](f9) 10 4 [�11111]Tabelle 2Erste Spalte: Typ-BezeichnungZweite Spalte: Anzahl der KegelschnittfamilienDritte Spalte: Anzahl der Kummerschen KegelVierte Spalte: Segre{Symbol der zugeh�origen Fl�achen �3.8 Quartiken mit zwei windschiefen DoppelgeradenDa die Quartiken vom Typ (d) bereits im vorigen Paragraphen abgehandeltwurden, bleiben hier nur die Fl�achen vom Typ (g) zu betrachten, die nat�urlichebenso Regel
�achen sind. Die beiden windschiefen Doppelgeraden bezeichnenwir mit �g1 und �g2 . Die K�urze dieses Paragraphen verdankt manSatz 3.8.1. Eine Quartik F vom Typ (g) (nach Paragraph 3.2) enth�alt �uber-haupt keinen Kegelschnitt, also C1;2(F )irr = ; .Beweis. Zun�achst besitzt F keine zu �g1 und �g2 windschiefe Gerade, dennnimmt man als solche etwa h an, so �ndet man in jeder Ebene E0_ 2 h_ alsVerbindungsgerade der Punkte E0 \ �g1 und E0 \ �g2 eine Gerade der Quadrikaller Tre�geraden von �g1; �g2 und h . Da diese Geraden in F enthalten sind (sieschneiden mit Multiplizit�at gez�ahlt in mindestens f�unf Punkten), mu� dies auchf�ur diese Quadrik gelten. Dies widerspricht aber der Irreduzibilit�at und demGrad von F . Als Versch�arfung dieser Aussage erh�alt man nun, da� jede Geradeh auf F sogar beide Doppelgeraden schneidet, denn unter der Voraussetzungh \ �g1 6= ; (o.B.d.A.) sieht man bei der Betrachtung des Schnitts von F mitder Verbindungsebene E1 von h und �g1 , da� auch h\ �g2 6= ; gelten mu�, weilder Punkt z := E1 \ �g2 singul�ar in diesem ist (aus (E1 \ F )div = 2g1 + h + gund �z((E1 \ F )div) � 2 folgt z 2 h \ g ).Wir nehmen nun einen Kegelschnitt C2 auf F an, dessen Tr�agerebene wieder80



mit E bezeichnet wird. Es gilt sicherlich E 62 �g1_ [ �g2_ , denn jene Ebenenschneiden F nur in Geraden. Satz 2.5.7 zufolge gibt es nun Geraden g und h mit(F \E)div = C2+ g+h . Der Fall g 6= h ist nicht m�oglich, da zwei verschiedeneGeraden eine der beiden Doppelgeraden in zwei getrennten Punkten schneidenw�urden, weshalb E doch eine solche enthalten m�u�te. Also ist g = h . Sei x :=g \ �g1 und y := g \ �g2 . Da nun (TCxF )_ � �g1_ und (TCyF )_ � �g2_ gilt (Satz2.6.1), also E 6� TCxF und E 6� TCyF , liefert Lemma 2.5.5 �x((F \ E)div) =�x(C2 + 2g) = 2 sowie �y((F \ E)div) = �y(C2 + 2g) = 2 und damit x; y 62C2 . Nun gilt TCxF \E = TCyF \E = g , denn im Schnitt E \F geht jede vong verschiedene Gerade durch x bzw. y mit nur zweifacher Multiplizit�at durchdiese Punkte, da sie C2 schon in zwei Punkten schneidet. Daher ist TCxF dieVerbindungsebene von g und �g1 und TCyF diejenige von g und �g2 . Betrachtetman nun eine von E verschiedene Ebene E 0 durch g , so schneidet diese F in gund einer Restkurve R , wobei g 6� R und �z((F \ E 0)div) = 1 f�ur alle Punktez 2 gnR gilt (beachte E 0 6= E = TpF f�ur jedes p 2 g\F sm und Lemma 2.5.5).Daher enth�alt R x und y als regul�are Punkte ( �x(R) = �y(R) = 1 wegen�x((F \ E 0)div) = �x(g +R) = 2 und �y((F \ E 0)div) = �y(g +R) = 2). AusTxR � TCxF und TyR � TCyF (siehe Gleichung Stern im Beweis von Satz2.6.1) folgt schlie�lich TxR = TyR = g . Letzteres ist jedoch wegen deg R � 3unm�oglich.
3.9 Quartiken mit einer Gerade von DoppelpunktenVon den Quartiken f , welche eine Gerade �g � SingF ; �g 6� Sing 3F von Dop-pelpunkten besitzen, sind nun bereits alle bis auf die des Typs (h) behandeltworden. Bevor jedoch f�ur letztere die Untersuchung von C1;2(F )irr vorgenom-men wird, sollen einige analytische Betrachtungen �uber die Quartiken mit einerDoppelgeraden �g angestellt werden. Dazu bezeichnen wir wieder mit f das irre-duzible homogene Polynom, dessen Nullstellenmenge F ist, und mit A0; : : : ; A3die Grundpunkte des Koordinatensystems. W�ahlt man A2 und A3 auf �g , sosieht man leicht, da� f von der Bauartf = x22u2 + 2x2x3v2 + x23w2 + 2x2u3 + 2x3v3 + u4 (3.16)ist, worin u2; v2; w2; u3; v3; u4 2 k[x0; x1] homogen vom Grad der entsprechen-den Indizes sind (vgl. [16, S.444]). Die Formen u2; v2 und w2 sind nicht gleich-zeitig identisch Null, da sonst �g � Sing 3F w�are. Bisher ist nicht klar, wannein Polynom der Form (3.16) irreduzibel ist. Auf diese Frage wird zun�achst eineTeilantwort gegeben. Dem Polynom f entspricht im allgemeinen ein Divisor Ddes IP3 . Sehr einfach ist der Fall zu �ubersehen, in dem D eine Ebene durch dieGerade �g = V (fx0; x1g) als einen Summanden enth�alt. Dieser Fall tritt n�amlich81



genau dann auf, wenn u2; v2; w2; u3; v3; u4 einen gemeinsamen Faktor besitzen.Um dies einzusehen, kann man eine Koordinatentransformation durchf�uhren,so da� der neue Koordinatengrundpunkt A1 in die Ebene E zu liegen kommt,nach deren Ausf�uhrung also E = V (x0) gilt. An der so transformierten Glei-chung (3.16) erkennt man dann leicht, da� x0 die Formen u2; v2; w2; u3; v3; u4allesamt teilen mu�.Das Polynom f wurde so konstruiert, da� f�ur alle Punkte x 2 �g �x(D) � 2gilt. Daher schneiden alle Ebenen E durch �g , die nicht in D als Summandauftreten, D in dem Divisor (D \ E)div = 2�g + RE , worin RE ein Restdivisorzweiten Grades von E ist.Satz 3.9.1. Wenn es f�ur den zum Polynom f aus Gleichung (3.16) geh�origenDivisor D des IP3 eine Ebene E durch die Gerade �g = V (fx0; x1g) gibt, soda� (D\E)div = 2�g+RE mit einem Kegelschnitt RE gilt, so ist D genau danneine irreduzible Fl�ache vierter Ordnung, wenn die Formen u2; v2; w2; u3; v3; u4keinen gemeinsamen Teiler besitzen.Beweis. Die Aussagerichtung '=) ' ist klar. F�ur den Beweis der anderen Rich-tung sei zun�achst bemerkt, da� f�ur Punkte x aus einer geeigneten nichtleereno�enen Teilmenge von �g stets �x(D) = 2 ist, da u2; v2 und w2 nach Voraus-setzung nicht gleichzeitig verschwinden. Falls nun D keine Quartik ist und eineEbene durch �g enth�alt, so folgt die Behauptung des Satzes aus den Vorbemer-kungen zu diesem. Wenn nun aber D keine Quartik ist, aber auch keine Ebenedurch �g enth�alt, so kann D nur noch in zwei (m�oglicherweise �ubereinstimmen-de) Quadriken durch �g oder aber in eine Kubik mit Doppelgerade �g und einenicht durch �g gehende Ebene zerfallen. In beiden F�allen sieht man aber sofort,da� die RE keine Kegelschnitte sein k�onnen.Wir wollen nun die analytische Bedingung in (3.16) daf�ur berechnen, da� RE einKegelschnitt ist. Dazu betrachten wir den Fall E 6= V (x1) (der Fall E 6= V (x0)verl�auft analog) und schreiben E = V (ax0 � bx1) mit a 6= 0. Der Divisor REwird auf E durch ein Polynom g = P3i;j=1 aijxixj 2 k[x1; x2; x3] induziert,und man kann hierin o.B.d.A. A := (aij)i;j=1;:::;3 als symmetrisch (also als Dar-stellungsmatrix von RE ) annehmen. Man berechnet A , indem man in (3.16)x0 = bax1 ersetzt und mit a4 durchmultipliziert, zuA = 0B@ u4(b; a) au3(b; a) av3(b; a)au3(b; a) a2u2(b; a) a2v2(b; a)av3(b; a) a2v2(b; a) a2w2(b; a) 1CA : (3.17)Nun ist RE genau dann ein Kegelschnitt, wenn detA 6= 0 ist. Diejenigen Ebe-nen E = V (ax0� bx1) , f�ur die RE zerf�allt, sind daher durch die Nullstellen desfolgenden Polynoms achten Grades in (b; a) gegeben:r = u4(u2w2 � v22)� v23u2 � u23w2 + 2u3v3v2 (3.18)82



In dem durch Satz 3.9.1 behandelten Fall gibt es daher h�ochstens acht Ebenendurch �g , f�ur die RE kein Kegelschnitt ist. Der gegenteilige Fall, da� alle Ebenendurch �g keine Kegelschnitte aus F auschneiden, ist durch das identische Ver-schwinden von r gekennzeichnet. W�ahrend im ersten Fall klar ist, da� es eineeinparametrige algebraische Familie von Kegelschnitten auf F gibt, n�amlich dieso erhaltenen, bereitet der zweite Fall noch einige M�uhe.An (3.16) kann man die Gleichungen der Tangentenkegel an F in den PunktenA2 und A3 ablesen, die o�ensichtlich in Ebenen durch �g zerfallen: TCA2F =V (u2) und TCA3F = V (w2) . Um den Tangentenkegel in einem beliebigen Punktx von �g zu berechnen, transformiert man in (3.16) etwa A3 in den neuenKoordinatengrundpunkt x = A03 = (0; 0; �; �) 2 �gnfA2g (� 6= 0). Im neuenKoordinatensystem giltf = x22u2 + 2x2x3(�u2 + �v2| {z }=:vx ) + x23(�2u2 + 2��v2 + �2w2| {z }=:wx )++2x2u3 + 2x3v3 + u4: (3.19)Eine entsprechende Gleichung erh�alt man f�ur x 2 �gnfA3g . Da Ebenen durch�g in all diesen Koordinatensystemen dieselbe Gleichung besitzen, gilt auch imurspr�unglichen Koordinatensystem TCxF = V (wx) .Satz 3.9.2. Die Gleichung einer Quartik vom Typ (h) (gem�a� Paragraph3.2), f�ur welche die Form r aus (3.18) identisch verschwindet, vereinfacht sichbei Wahl der Koordinatengrundpunkte A0 2 TCA2F und A1 2 TCA3F zuf = (x0x2 + x1x3 + u2)2 + v4 = 0; (3.20)wobei u2; v4 2 k[x0; x1] homogen vom Grad zwei und vier sind, und v4 aus vierverschiedenen linearen Faktoren besteht.Beweis. F�ur jede Ebene E durch �g schreiben wir (F\E)div = 2�g+gE+hE mitden von E abh�angenden Geraden gE und hE . Auf einer geeigneten nichtleereno�enen Menge von Ebenen durch �g gilt Korollar 2.6.2 zufolge ContEF � �gf�ur alle Ebenen E aus dieser Menge sowie E \ SingF = �g , da F au�erhalb �gh�ochstens isolierte Singularit�aten besitzt. Das hei�t aber, da� sich die GeradengE und hE stets auf �g schneiden. Denn w�are z := gE \ hE 62 �g , dann istz regul�ar, also nach Lemma 2.5.5 E = TzF , was auf den Widerspruch z 2ContEF f�uhrt. Zu der Ebene E := V (ax0 � bx1) gibt es daher stets einenVektor v = (0; v2; v3) , f�ur den mit der Matrix A aus (3.17) Av = 0 gilt (ventspricht dabei dem Schnittpunkt von gE und hE auf �g ). Daher mu� f�ur alleZahlen a; b die rechte untere 2�2{Unterdeterminante von detA verschwinden.Das bedeutet aber u2w2 = v22: (�)83



W�are v2 � 0, dann wegen (�) auch u2 � 0 oder w2 � 0. Sei o.B.d.A. u2 � 0,also w2 6� 0 (sonst w�are F vom Typ (i)). Aus (3.18) folgt u3 � 0 und darausf 2 k[x0; x1; x2] . Dann ist F ein Kegel mit Spitze A2 , was hier aber ausge-schlossen wurde. Daher gilt v2 6� 0 und wegen (�) auch u2 6� 0 und w2 6� 0.W�urden u2 und w2 je in zwei verschiedene lineare Faktoren zerfallen, so w�arensie beide nach (�) zu v2 proportional (Primfaktorzerlegung!). An (3.19) erkenntman dann, da� es ein x 2 �g geben mu�, so da� wx � 0 ist. Dies kann abernicht sein, denn die Argumentation. da� w2 6� 0 gilt, war unabh�angig von derWahl des Koordinatengrundpunktes A3 auf �g . Die eindeutige Primfaktorzerle-gung in k[x0; x1] zeigt nun, da� sowohl u2 als auch w2 stets Quadrate linearerPolynome sind. W�ahlt man A1 2 TCA2F ;A0 2 TCA3F und geeignete Normie-rungsfaktoren, so erh�alt man u2 = x20; w2 = x21 und aus (�) v2 = x0x1 . DieBedingung, da� das Polynom r aus (3.18) identisch verschwindet, liefert nun(v3x0�u3x1)2 = 0, woraus man durch Vergleich der Primfaktoren auf v3 = x1u2und u3 = x0u2 mit einem geeigneten u2 2 k[x0; x1] schlie�t. Setzt man all diesin Gleichung (3.16) ein und de�niert v4 := u4 � u22 2 k[x0; x1] , so resultiert alsGleichung von F :f = (x0x2 + x1x3)2 + 2(x0x2 + x1x3)u2 + u4 == (x0x2 + x1x3 + u2)2 + v4 = 0: (��)Wenn v4 einen zweifachen linearen Faktor besitzt, so schneidet die zu diesemgeh�orige Ebene aus F eine weitere von �g verschiedene Doppelgerade aus (be-trachte die Ableitungen von f ) und man sieht, da� F notwendigerweise eineQuartik vom Typ (f) ist. Damit besteht v4 aus vier verschiedene Faktoren.Bemerkung: Da in (3.20) die Wahl der Koordinatengrundpunkte auf �g be-liebig ist, sieht man, da� TCxF f�ur alle x 2 �g eine einzige Ebene ist, weil diesin (3.20) f�ur A2 und A3 gilt (vgl. (3.19)).Satz 3.9.3. Eine Quartik F vom Typ (h), f�ur die r aus (3.18) identisch ver-schwindet, enth�alt �uberhaupt keine Kegelschnitte, also C1;2(F )irr = ; .Beweis. Zun�achst gibt es keine zu �g windschiefe Gerade auf F . Denn w�are heine solche, so kann man in (3.20) A0; A1 2 h w�ahlen, und es m�u�te in diesemneuen Koordinatensystem u22 = �v4 gelten, was aber nicht m�oglich ist, da v4nach Satz 3.9.2 in vier verschiedene Faktoren zerf�allt.Nun nehmen wir einen Kegelschnitt C2 � F mit Tr�agerebene E an, welchesicherlich nicht die Gerade �g enth�alt. Sei x := E \ �g . Nach Satz 2.5.7 hatman (F \ E)div = C2 + g + h mit Geraden g und h , die beide x enthalten,da sie nicht windschief zu �g sind. Die Verbindungsebenen von g und �g sowieh und �g sind Lemma 2.5.5 zufolge in TCxF enthalten, und da es sich dabeinach obiger Bemerkung nur um eine einzige Ebene handelt, folgt g = h . Nun84



pa�t man das Koordinatensystem wie folgt an: A2 := x; A1 2 gnfA2g undA0 2 (E \ TCA3F )n�g . In diesem Koordinatensystem hat f die Gestalt (3.20)und es gilt E = V (x3) und g = V (fx0; x3g) . Nun mu� das Polynom l :=f(x0; x1; x2; 0) = x22x20 + 2x2x0u2 + u22 + v4 wegen g = h von x20 geteilt werden.Dann wird aber notwendigerweise u2 von x0 geteilt, denn der Koe�zient desTerms x2x0x21 in l mu� Null sein, weshalb u2 den Term x21 nicht enthaltenkann. Daher wird v4 von x20 geteilt im Widerspruch zu Satz 3.9.2.Nach diesem Satz lassen sich zun�achst zwei Untertypen von (h) unterscheiden,von denen der eine, den wir mit (h1) bezeichnen, die Quartiken des Gleichungs-typ (3.20) ohne Kegelschnitte umfa�t, w�ahrend alle nicht zu (h1) geh�origenFl�achen des Typs (h) mindestens eine einparametrige algebraische Familie vonKegelschnitten besitzen, deren Variet�at der Tr�agerebenen T_ (siehe Satz 2.6.3)eine o�ene Teilmenge von �g_ ist. F�ur diese Fl�achen ist die Anzahl der irredu-ziblen Komponenten der Chow{Variet�at C1;2(F )irr nicht so einfach zu ermittelnwie im Fall der �ubrigen Typen von Quartiken mit eindimensionalem singul�arenOrt. Die systematische Untersuchung dieser Frage wird aus diesem Grund un-terbleiben. Aus Paragraph 3.6 ist bereits bekannt, da� es Quartiken vom Typ(h) gibt, f�ur die C1;2(F )irr irreduzibel und zweidimensional ist, und die dort mit(h7) typisiert wurden. Die Segre{Methode liefert aber noch weitere Quartikenvom Typ (h), die sich nach Zahl der eindimensionalen irreduziblen Komponen-ten von C1;2(F )irr unter Verwendung der S�atze aus 3.4 wie folgt ordnen lassen(beachte, da� das Projektionszentrum y nun notwendigerweise auf einem Kegelzweiter Art aus L liegen mu� (Korollar 3.4.3), vgl. Tabellen 1 und 2).(h2) 1 0 [( �41)](h3) 3 1 [( �31)1]; [3( �11)]; [2( �21)](h4) 4 1 [( �11)(11)1](h5) 5 2 [( �21)11]; [2( �11)1](h6) 7 3 [( �11)111]Tabelle 3Erste Spalte: Typ-BezeichnungZweite Spalte: Anzahl der KegelschnittfamilienDritte Spalte: Anzahl der Kummerschen KegelVierte Spalte: Segre{Symbol der zugeh�origen Fl�achen �Wir f�uhren f�ur alle �ubrig bleibenden Quartiken vom Typ (h) die einheitlicheBezeichnung (h8) ein, auch wenn dabei m�oglicherweise Fl�achen mit einer unter-schiedlichen Zahl irreduzibler ein{ oder mehrdimensionaler Komponenten vonC1;2(F )irr zusammengefa�t werden. Man beachte, da� f�ur die Fl�achen vom Typ(h8) C1;2(F )irr auch mehrere nulldimensionale Komponenten besitzen kann.F�ur den allgemeinsten Fall einer Quartik vom Typ (h) (in dem auf F ge-nau sechzehn Geraden liegen, insbesondere also r aus (3.18) acht verschiedene85



Nullstellen besitzt) haben die Geometer des letzten Jahrhunderts (vermutlichClebsch als erster) gezeigt, da� es neben der einparametrigen Kegelschnittfami-lie auf F genau noch 128 weitere (isolierte) Kegelschnitte gibt ([5, S.274], [15,S.1633], [12, S.118]).3.10 Quartiken mit einer Gerade dreifacher PunkteAbschlie�end folgt die Behandlung der Quartiken vom Typ (i) gem�a� der Ein-teilung aus Paragraph 3.2, f�ur die der singul�are Ort SingF aus einer Gerade��g = Sing 3F dreifacher Punkte besteht. W�ahlt man die Koordinatengrundpunk-te A2 und A3 wieder auf ��g , so erh�alt man als irreduzible Gleichung von F we-gen (TCA2F )_ � ��g_; (TCA3F )_ � ��g_ (Satz 2.6.1) und �A2(F ) = �A3(F ) = 3zusammen mit der Bemerkung im Anschlu� an Gleichung (1.3) sofortf = x2u3 + x3v3 + u4 = 0 (3.21)mit homogenen Formen u3; v3; u4 2 k[x0; x1] der Grade drei bzw. vier. Analogzu den Vorbemerkungen zu Satz 3.9.1 sieht man, da� f genau dann irreduzibelist, wenn u3; v3 und u4 keinen gemeinsamen Faktor besitzen. Man beachte dazu,da� der zu f geh�orige Divisor des IP3 eine Ebene durch ��g enthalten mu�, falls erkeine irreduzible Fl�ache vierten Grades ist. Da wir F stets als von einem Kegelverschieden voraussetzen, k�onnen u3 und v3 nicht proportional, und schon garnicht identisch Null sein. Auf �ahnliche Weise, wie bei der Herleitung von (3.19)berechnet man den Tangentenkegel an F in einen Punkt x = (0; 0; �; �) 2 ��g zuTCxF = V (�u3 + �v3) . Man kann die Menge aller homogenen Polynome drit-ten Grades aus k[x0; x1] (bei Identi�zierung proportionaler) als Punkte einesdreidimensionalen projektiven Raumes IP�1;3 = IP3 au�assen. Die von u3 undv3 aufgespannte Gerade darin bezeichnen wir mit W .Satz 3.10.1. F�ur eine (von einem Kegel verschiedene) Quartik F vom Typ(i) gibt es durch jeden Punkt von ��g h�ochstens drei von ��g verschiedene auf Fgelegene Geraden. In den F�allen(a) wo u3 und v3 teilerfremd sind, gibt es durch jeden Punkt x von ��g min-destens eine von ��g verschiedene Gerade auf F und durch alle bis aufh�ochstens zwei solche Punkte mindestens zwei.(b) wo u3 und v3 genau einen gemeinsamen linearen Faktor besitzen, gibt esdurch alle bis auf h�ochstens einen Punkt x von ��g mindestens eine von ��gverschiedene Gerade auf F und durch alle bis auf h�ochstens drei solchePunkte genau zwei.(c) wo u3 und v3 einen gemeinsamen quadratischen Faktor besitzen, gibt esdurch alle bis auf ein oder zwei Punkte von ��g genau eine von ��g verschie-dene Gerade auf F . 86



Beweis. Jede Ebene E , die zu einem x 2 ��g im Tangentenkegel TCxF enthal-ten ist und F nicht l�angs ��g ber�uhrt, schneidet F neben ��g in einer weiterenGeraden durch x . Umgekehrt mu� aber auch die Verbindungsebene von ��g miteiner von ��g verschiedenen, auf F gelegenen Gerade durch x in TCxF enthaltensein (Lemma 2.5.5). Daher gibt es h�ochstens drei solche Geraden, da TCxF inh�ochstens drei Ebenen durch ��g zerf�allt. Zu jeder Ebene, die F l�angs ��g ber�uhrtgeh�ort mindestens ein gemeinsamer linearer Faktor von u3 und v3 und umge-kehrt.Im Fall (a) geht daher durch jeden Punkt von ��g mindestens eine von ��g verschie-dene auf F gelegene Gerade, da es keine Ebene gibt, welche F l�angs ��g ber�uhrt.Wenn man nun die homogenen Formen dritten Grades aus k[x0; x1] als Punktedes Raums IP�1;3 = IP3 au�a�t, so bilden hierin die in die dritte Potenz erhobe-nen linearen Formen eine irreduzible kubische Raumkurve V 31 (Veronesekubik,vgl. die Einf�uhrung der kubischen Kurven in Paragraph 3.3). Die oben de�nierteGerade W schneidet V 31 aber h�ochstens in zwei Punkten (siehe 3.3) und daherbesteht f�ur alle bis auf h�ochstens zwei Punkte von ��g der Tangentenkegel TCxFaus mindestens zwei verschiedenen Ebenen. Aus den Bemerkungen zu Anfangdes Beweises folgt deshalb (a).Im Fall (b) kann man �u3+�v3 = w1(�u2+�v2) mit einer linearen Form w1 undquadratischen Formen u2 und v2 schreiben. Die von u2 und v2 in IP�1;2 = IP2aufgespannte Gerade W 0 schneidet den Veronesekegelschnitt V 21 � IP�1;2 , des-sen Punkten die in die zweite Potenz erhobenen linearen Formen entsprechen,in h�ochstens zwei Punkten. Die Tangente an V 21 in dem der Form w21 entspre-chenden Punkt von V 21 enth�alt alle quadratischen Polynome, die von w1 geteiltwerden. Da sie sicherlich von W 0 verschieden ist, gibt es mit ihr genau einenSchnittpunkt. Aus den Bemerkungen zu Anfang des Beweises folgt nun (b),denn es kann h�ochstens einen Punkt x 2 ��g geben, f�ur den TCxF = V (w1) ist(falls w21 2 W 0 ) und h�ochstens drei, f�ur die TCxF weniger als zwei von V (w1)verschiedene Ebenen enth�alt.Im Fall (c) schreibt man �u3 + �v3 = w2(�u1 + �v1) mit der quadratischenForm w2 und den beiden linearen Formen u1 und v1 . Nun wird f�ur h�ochstenszwei Punkte x = (0; 0�; �) 2 ��g das Polynom w2 von �u1 + �v1 geteilt und ausden Bemerkungen zu Anfang des Beweises folgt schlie�lich (c).Mit Hilfe dieses Satzes lassen sich die Quartiken F vom Typ (i), die nun insbe-sondere als Regel
�achen erkannt sind, in drei Untertypen mit folgenden kenn-zeichnenden Eigenschaften einteilen:(i1) Durch alle bis auf h�ochstens zwei Punkte von ��g geht genau eine von ��gverschiedene, auf F gelegene Gerade (Fall (c) aus Satz 3.10.1).(i2) F enth�alt eine zu ��g windschiefe Gerade.(i3) F enth�alt keine zu ��g windschiefe Gerade und durch alle bis auf h�ochstensdrei Punkte von ��g gehen mindestens zwei von ��g verschiedene, auf F87



gelegene Gerade.Zur Rechtfertigung dieser Einteilung ist noch zu �uberlegen, da� es f�ur eineQuartik F vom Typ (i1) keine zu ��g windschiefe Gerade auf F gibt. Denn w�areetwa h � F zu ��g windschief, so schneidet jede Ebene E_ 2 h_ durch h mitContEF � h (bilden nach Korollar 2.6.2 eine o�ene Menge in h_ ) die Fl�acheF neben h in drei verschiedenen durch x := E \ ��g gehenden Geraden, da�x((F \ E)div) � 3 gilt und eine ebene Kurve dritter Ordnung mit dreifachemPunkt in lauter Geraden durch diesen zerf�allt.Satz 3.10.2. Die Quartiken der Typen (i1) und (i2) enthalten keine Kegel-schnitte, also C1;2(F )irr = ; .Beweis. Fall (i1): Nehme einen Kegelschnitt C2 � F mit Tr�agerebene E an.Laut Satz 2.5.7 gibt es Geraden g1 und g1 mit (F \ E)div = C2 + g1 + g2 .Die Ebene E enth�alt sicherlich nicht ��g , da derartige Ebenen F nur in Geradenschneiden. Nach Voraussetzung �uber den Typ (i1) gibt es durch x := E \ ��ggenau eine Gerade, aber keine zu ��g windschiefe auf F gelegene Gerade. Darausschlie�t man g1 = g2 und wegen SingF = ��g (Satz 3.2.2) folgt g1 = ContEF .In Gleichung (3.21) kann man die Koordinatenwahl A2 := x; A1 2 g1n��g sowieA0 2 Eng1 annehmen. Damit gilt E = V (x3) und g = V (fx0; x3g) sowief = (x2x0+x3u1)w2+u4 (Satz 3.10.1 (c)) mit geeigneten u1; w2; u4 2 k[x0; x1] .Folglich mu� x2x0w2 + u4 von x20 geteilt werden. Dies kann nur sein wenn w2von x0 und u4 von x20 geteilt wird, was aber auf die Reduzibilit�at von f f�uhrt(vgl. Beweis von Satz 3.9.3).Fall (i2): Sei h die zu ��g windschiefe Gerade auf F . Es wurde bereits im Anschlu�an obige Einteilung gezeigt, da� es durch Punkte x aus einer geeigneten o�enenTeilmenge von ��g stets genau drei verschiedene Geraden auf F gibt, welche hschneiden. Daran erkennt man, da� es auf F keine von h verschiedene und zu��g windschiefe Gerade geben kann. Denn w�are l eine solche, so schneidet l f�urzwei verschiedene Punkte x; y 2 ��g sowohl die drei auf F gelegenen Geradendurch x als auch die durch y . Deren jeweilige Verbindungsebenen schneidensich aber in h und es folgt h = l . Es wird nun wieder ein Kegelschnitt C2 � Fmit Tr�agerebene E angenommen, welche sicherlich nicht zu den B�uscheln ��g_und h_ geh�ort. Es gibt nach Satz 2.5.7 Geraden g1 und g2 mit (F \ E)div =C2+ g1+ g2 . Aus g1 6= g2 w�urde h � E folgen, da beide Geraden h schneiden,ihr gemeinsamer Punkt aber auf ��g liegt (g1; g2 nicht windschief zu ��g ). Alsoergibt sich auch hier g1 = g2 und daraus g1 = ContEF . Der Punkt z := g1 \ hist wegen SingF = ��g regul�ar und es folgt E = TzF � h , was aber obenausgeschlossen wurde.Satz 3.10.3. Die Quartiken vom Typ (i3) besitzen eine einparametrige Fami-lie von Kegelschnitten. 88



Beweis. Zu zeigen: card C1;2(F )irr =1 (daraus folgt dim C1;2(F )irr � 1).Zu jedem Punkt x 2 ��g , durch den zwei von ��g verschiedene Geraden g1 6= g2gehen, betrachte man die Verbindungsebene Ex von g1 und g2 . Man erh�altzun�achst (F \Ex)div = g1+g2+Cx mit deg Cx = 2. Bei Cx handelt es sich aberbestimmt um einen Kegelschnitt, denn wegen Ex 6� ��g gilt Ex 6� TCxF (Satz2.6.1) also nach Lemma 2.5.5 �x((F \ Ex)div) = 3, wohingegen aus Cx = h1+h2mit (eventuell �ubereinstimmenden) Geraden h1 und h2 �x((F \ Ex)div) = 4folgen w�urde (x 2 g1; g2; h1; h2 ).
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Kapitel 4Zusammenfassung
Abschlie�end wird eine �Ubersicht �uber die Ergebnisse der Arbeit gegeben. F�urdiejenigen Fl�achen, die hier von Interesse sind, werden dabei auch Gleichungs-darstellungen zusammengestellt. Allerdings wird die Wahl des Koordinatensys-tems hier nicht mehr wiederholt. Sie ist den entsprechenden Textstellen zu ent-nehmen. Die Symbole ui; vi; wi stehen auch hier wieder f�ur homogene Polynomevom Grad i .Nachdem in Kapitel 2 alle theoretischen Hilfsmittel bereitgestellt wurden, konn-ten in Kapitel 3 s�amtliche Quartiken, auf denen es eine einparametrige al-gebraische Familie von Kegelschnitten gibt, bestimmt werden. Es zeigte sichin Paragraph 3.1, da� es unter den Quartiken, welche keine Kurve singul�arerPunkte besitzen, nur zwei Typen mit dieser Eigenschaft gibt. F�ur diese ist dieChow{Variet�at C1;2(F )irr , die man Satz 2.2.2 zufolge als universelle Parame-tervariet�at der Familie aller auf F gelegenen Kegelschnitte betrachten kann,irreduzibel und eindimensional (d.h. es gibt im wesentlichen genau eine alge-braische Familie von Kegelschnitten auf diesen, siehe Satz 3.1.8). Es wurdendie Typen{Benennungen (j1) und (j2) verwendet und in Satz 3.1.7 folgendeGleichungsdarstellungen ermittelt:(j1): (2x0x3 + u2)2 + x1x2(x1 + x2)(x1 + ax2) = 0mit a 6= 1; 0 und u2 2 k[x1; x2] .(j2): (x23 + 2x0x1 + u2)2 + x2(x1 + x2)(x1 + ax2)(x1 + bx2) = 0mit a 6= 1; b 6= 1; a 6= b und u2 2 k[x1; x2] .Die Fl�achen des ersten Typs besitzen zwischen zwei und vier isolierte Singula-rit�aten, w�ahrend es im Fall von (j2) genau eine solche gibt.Die Quartiken mit einer Kurve singul�arer Punkte wurden anschlie�end gem�a�der Unterteilung aus Paragraph 3.2 untersucht. Mit Ausnahme der sechs Ty-pen (a1), (c1), (g), (h1), (i1) und (i2), bei denen es sich stets um Regel
�achenhandelt, und die abgesehen vom Doppelpunktskegelschnitt im Fall (c1) �uber-haupt keine Kegelschnitte enthalten (S�atze 3.3.4, 3.5.2, 3.8.1, 3.9.3 und 3.10.2),90



besitzen alle diese Quartiken mindestens eine einparametrige Familie von Ke-gelschnitten. Auch zu diesen geh�oren Regel
�achen, namentlich die Typen (a2),(c2), (f1), (d) und (i3). Im Fall des Typs (a2) erh�alt man als Gleichung:(a2): a00(x0x2 � x21)2 + a11(x0x3 � x1x2)2 + a22(x1x3 � x22)2++2a01(x0x2 � x21)(x0x3 � x1x2) + 2a02(x0x2 � x21)(x1x3 � x22)++2a12(x0x3 � x1x2)(x1x3 � x22) = 0mit aij 2 k; det(aij)i;j=0;:::;2 6= 0 und a00a22�4a01a12+2a02a11+a211 6= 0Die Determinantenbedingung sorgt f�ur die Irreduzibilit�at der Gleichung, w�ah-rend die letzte Bedingung die Quartiken vom Typ (a1) ausschlie�t (man verwen-de die Gleichung des Geradenkomplexes K1 (3.5) und beachte, da� die dualeVariet�at P_ der Pl�uckerquadrik P dieselbe Gleichung wie P besitzt, letztereist im Anfang von Paragraph 2.5 angegeben). Sind in der Gleichung speziella02 = 2; a11 = �1 und alle anderen Zahlen null, so liegt Gleichung (3.4) ei-ner Torse vor. Gleichungsdarstellungen f�ur die Typen (c2), (f1) und (d) werdensp�ater als Spezialisierungen allgemeinerer Gleichungen auftreten, welche f�ur dieTypen (b), (f) und (h) angegeben werden. Eine Quartik vom Typ (i3) besitztin geeigneten Koordinaten die Gleichung:(i3): x2x0x1u1 + x3u3 + x0x1u2 = 0mit u1; u2; u3 2 k[x0; x1] und wobei u2 nicht von u1 und u3 nicht vonx0x1 geteilt wird.Dabei liegen die Koordinatengrundpunkte A2 und A3 auf der dreifachen Gerade��g von F , w�ahrend A0 und A1 je auf einer der zwei von ��g verschiedenen, auf Fgelegenen Geraden durch A2 be�ndlich sind. Eine solche Gleichung liefert auchstets eine Quartik vom Typ (i3).Es wurden drei Fl�achen mit einer zweiparametrigen Familie von Kegelschnittenaufgefunden. Es handelte sich dabei um die R�omer
�ache von Steiner (Typ (e))und ihre beiden Entartungstypen (f10) und (h7), deren Behandlung in Para-graph 3.6 erfolgte, wo auch ihre Gleichungen ermittelt wurden ((3.12), (3.13),(3.14)).(e): x21x22 + x21x23 + x22x23 � 2x0x1x2x3 = 0(f10): x41 + 2x0x21x2 + x22x23 = 0(h7): (x21 + 2x2x3)2 + x32x0 = 0F�ur diejenigen Quartiken, die mit Hilfe der Segre{Symbole unterschieden wur-den (Tabelle 1, 2 und 3), w�are es zu m�uhsam, in jedem Fall eine Gleichungaufzustellen. Gemeinsam f�ur die Fl�achen der Typen (b) und (c) wurde in 3.5bereits die Gleichung (siehe (3.11))(b)+(c): f = (x21 + 2x0x2 � 2x3u1)2 � 4x23(u2 + u21) = 0mit u1; u2 2 k[x0; : : : ; x3]angegeben. Man sieht, da� f genau dann reduzibel ist, wenn �u2 in Linear-faktoren zerf�allt, deren Summe gerade u1 ergibt, denn f kann allerh�ochstensin zwei irreduzible quadratische Faktoren der Form (x21 + 2x0x2 � 2x3v1)(x21 +91



2x0x2 � 2x3w1) zerfallen. Man erh�alt obige Gleichung aus (3.9) etwa durchEinsetzen der beiden Polynome f1 = x21 + 2x0x2 + 2x3x4 und f2 = x24 +2x4u1 � u2 . Um die Segre{Charakteristik der Quartik zu ermitteln transfor-miert man x0 = 1p2(x00 + ix02); x1 = x01; x2 = 1p2(x00 � ix02); x3 = 1p2(x03 + ix04)und x4 = 1p2(x03 � ix04) (die gestrichenen sind die neuen Koordinaten!). NachAusf�uhrung der Transformation erh�alt man aus f1 und f2 die Polynome ~f1 =x020 + x021 + x022 + x023 + x024 und ~f2 = x0� ~A2x0 mit einer symmetrischen Matrix~A2 , an deren Jordan{Normalform man die Segre{Charakteristik von F able-sen kann (siehe Anschlu� an Satz 3.4.9). Die einzigen Quartiken von obigemGleichungstyp, die keine einparametrige Familie von Kegelschnitten besitzen,sind diejenigen vom Typ (c1). Um diese auszuschlie�en, mu� gefordert werden,da� die Matrix ~A2 keinen Eigenwert der algebraischen Vielfachheit f�unf undgeometrischen Vielfachheit zwei besitzt (Typ (c1) entspricht dem Segre{Typ[(32)]). Um gezielt die Gleichung einer Fl�ache der Typen (b1) bis (b8) oder(c2) zu ermitteln, kann man die Normaldarstellung von � gem�a� Satz 3.4.9verwenden, und die Projektion �y an Hand von Gleichung (3.9) durchf�uhren(Bez. aus Paragraph 3.4). Dies soll hier jedoch unterbleiben.Alle bis hierhin noch nicht mit einer Gleichung versehenen Quartiken unse-res Interesses besitzen eine Doppelgerade, mit der Eigenschaft, da� alle bis aufh�ochstens endlich viele Ebenen durch dieselbe Kegelschnitte der Quartik enthal-ten, wodurch eine der eventuell mehereren Kegelschnittfamilien auf F gegebenist. Es sind dies die Typen (f1) bis (f9), (d), (h2) bis (h6) und (h8) (Tabelle 2,Satz 3.7.2, Tabelle 3). Gem�a� Paragraph 3.9 besitzen all diese eine Gleichungder Art (vgl. (3.16)):(f)+(h): f = x22u2 + 2x2x3v2 + x23w2 + 2x2u3 + 2x3v3 + u4 = 0mit zueinander teilerfremden u2; v2; w2; u3; v3; u4 2 k[x0; x1] (Satz3.9.1) und u4(u2w2 � v22) � v23u2 � u23w2 + 2u3v3v2 6� 0 (gem�a� derAbhandlung im Anschlu� an Gleichung (3.18)).Um an dieser Stelle endlich den Schlu�punkt der Arbeit zu �nden, soll esdem Leser �uberlassen bleiben, zur Betrachtung der einzelnen Untertypen, wel-che durch die letzte Gleichung zusammengefa�t sind, selbige zu vereinfachen.Die der Segre{Methode zug�anglichen Fl�achen k�onnen auch hier mit Hilfe derNormaldarstellung von � (gem�a� Satz 3.4.9) gezielt mit Gleichungen verse-hen werden, wenn man die entprechenden Projektionen �y an Hand von (3.9)durchf�uhrt.
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