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Vorwort

Als Erster beschiftigte sich E. Kummer [14] im Jahr 1865 mit algebraischen
Flachen vierter Ordnung im dreidimensionalen projektiven Raum, welche die
Eigenschaft besitzen, dafl es zu ihnen eine einparametrige Familie von Kegel-
schnitten gibt, deren sédmtliche Elemente in der Flédche enthalten sind. Es folg-
ten Abhandlungen von C.M. Jessop [12] (1916) und W.F. Meyer [15] (1921-34).
Abgesehen von etlichen Ergénzungen werden hier die Betrachtungen der erst-
genannten Arbeit wiedergegeben. Sowohl in Bezug auf die Resultate, als auch
hinsichtlich der Argumentation bleiben in allen drei Arbeiten zum Teil wesent-
liche Fragen offen. Beispielsweise erfihrt man dort nicht, ob die angegebenen
Typen von Flichen auch tatséchlich alle in Frage stehenden umfassen. Um so
erstaunlicher ist es, dafl unter den von Kummer angegebenen Fliachen nur zwei
Typen der fraglichen Quartiken fehlen (wie sich hier herausstellen wird), deren
erster in der Abhandlung von Meyer, der zweite hingegen in der von Jessop
hinzugefiigt wird und die hier mit (j1) bzw. (j2) bezeichnet werden.

Die Schwierigkeiten beim Lesen der damaligen Arbeiten entstehen insbesonde-
re durch die Verwendung einiger Begriffe in wechselnden Bedeutungen, aber
auch dadurch, dafl bei anstehenden Fallunterscheidungen hiufig nur ein soge-
nannter ‘allgemeiner’ oder ‘bemerkenswerter’ Fall behandelt wird. Der Leser
bleibt dann in der Fiille der zwar ‘uninteressanteren’, aber dafiir oft schwie-
rigeren Fille, alleine zuriick. Von der unprézisen Begriffsverwendung ist hier
besonders die im Fall des Wortes Kegelschnitt bedeutsam. Generell wurden dar-
unter wohl eindimensionale Zykel vom Grad zwei verstanden (entsprechend der
hier verwendeten Definition in Paragraph 2.1). Hiufig wird der Begriff jedoch
als Synonym fiir eine irreduzible eindimensionale Varietit (Kurve) vom Grad
zwei gebraucht. Das ist natiirlich kein Wunder, da die Notwendigkeit, begrifflich
zwischen Varietdten und Zykeln zu unterscheiden, damals noch nicht eingese-
hen wurde. Es wird nicht einmal klar, ob Kummers Zielsetzung in [14] von der
ersten oder der zweiten Interpretation des Wortes Kegelschnitt ausgeht. Sei-
ne Bemerkung, wonach alle Regelfiichen vierter Ordnung eine einparametrige
Familie von Kegelschnitten tragen (S.76), legt die erste Auffassung nahe. Al-
lerdings ist dann fraglich, warum er nicht zu dem Satz gelangt, dafl zu allen
Quartiken mit einer Kurve singuldrer Punkte stets eine solche Familie existiert
(vgl. Zusammenfassung der vorliegenden Arbeit). Auflerdem geht er in seiner



Argumentation stets von vier verschiedenen Singularitdten der Schnittkurven
zwischen der Fliche und denjenigen Ebenen, welche die Kegelschnitte der Fami-
lie enthalten (hier Trdgerebenen genannt) aus, woraus man schliessen kann, dafl
er hierbei an zwei irreduzible Kurven zweiter Ordnung gedacht haben mu8}, die
sich nicht beriihren. Wie dem auch sei, in der vorliegenden Abhandlung sollen
Kegelschnitte jedenfalls stets in der zuletzt genannten Weise, also als irredu-
zible Kurven, aufgefafit werden. Daher sind die Regelflichen hier ausfiihrlicher
zu untersuchen als von Kummer. In Paragraph 2.5 werden zu diesem Zweck die
theoretischen Hilfsmittel bereitgestellt. Es stellt sich dann tatséchlich heraus,
daB etliche Typen von Regelflichen iiberhaupt keine Kegelschnitte enthalten
(was im Fall der Kegel natiirlich einfach einzusehen ist).

Die heikelste, bei Kummer, Jessop und Meyer offengebliebene Frage, liefl sich
nach langem Bemiihen schlief8lich auf relativ einfache Weise mit Hilfe der Vorbe-
reitungen aus Paragraph 2.4 16sen. Es handelt sich um Folgendes: Da Kummer in
seiner Argumentation stets vier Singularitdten auf den Schnittkurven zwischen
Trégerebenen und Quartik (s.0.) annimmt, gelangt er auch stets zu Flichen,
die eine Kurve singuldrer Punkte enthalten. Die beildufige Entdeckung von
Flachen des Interessenbereichs mit nur isolierten Singularitdten ([15, S.1572],
[12, S.134]) (hier: Typ (j1) und (j2)), hiatte Meyer und Jessop eigentlich stut-
zig machen miissen, denn hier haben alle Schnittkurven nur zwei bzw. einen
singuldren Punkt. Nimmt man die Félle, wo es stets nur ein bzw. zwei Singu-
laritdten auf den Schnittkurven gibt, in die Untersuchung auf, so ist zunéchst
nicht klar, warum es sich bei diesen auch gleichzeitig um Singularititen der
Flache handeln muf}. Es ist ndmlich durchaus in Betracht zu ziehen, daf} die
Singularitdten durch eine Beriihrung der Trégerebenen verursacht werden, so
daf} sogar singularitdtenfreie Flichen vierter Ordnung mit einparametriger Ke-
gelschnittfamilie denkbar wéren. Moglicherweise waren den Autoren Kummer,
Jessop und Meyer die Fakten, welche diese Annahme widerlegen und hier in Pa-
ragraph 2.4 erarbeitet werden, intuitiv oder aus Erfahrung so offensichtlich, daf}
nicht einmal diese Annahme zu Papier gebracht wurde. Die Liicke wird hier in
Paragraph 3.1 geschlossen, wodurch eine vollstédndige Klassifikation aller Quar-
tiken des Interessenbereichs erreicht wird. Dariiberhinaus ist es sogar in den
meisten Féllen moglich, simtliche Kegelschnitte auf der Flache zu ermitteln.
Besonders niitzlich ist dabei die Untersuchungsmethode von C. Segre ([18]), die
in Paragraph 3.4 erlautert wird.

Wie in der damaligen Zeit iiblich, arbeiteten Kummer, Jessop und Meyer iiber
dem Korper der komplexen Zahlen. Diese Vorgabe konnte hier zu einem alge-
braisch abgeschlossenen Koérper der Charakteristik Null abgeschwécht werden.
Die Ersetzung der klassischerweise iiblichen transzendenten Argumentations-
methoden durch algebraische ist weitgehend durch die moderne Algebraische
Geometrie vollzogen worden. Hiufig mufl man hierzu einen aufwendigen alge-
braischen Begriffsapparat verwenden. Nicht nur, um den Umfang der Arbeit in
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Grenzen zu halten, sondern auch um der Ausarbeitung einen mehr geometri-
schen als algebraischen Charakter zu verleihen, sind daher die grundlegenden
Satze der modernen Theorie lediglich unter Verweis auf Literatur in Kapitel
1 angegeben. Die Voraussetzung iiber die Koérpercharakteristik geht primér in
den Sétzen 1.4.1, 1.6.2 aber auch in Lemma 2.1.2 und Satz 2.6.1 ein.

Ein wesentliches Hilfsmittel der Geometer des letzen Jahrhunderts bestand in
der Betrachtung von ‘Reziproken Fldchen’ oder — wie man heute sagt — Dua-
len Varietdten. Diese geometrisch naheliegenden Objekte finden in der moder-
nen Behandlung der Algebraischen Geometrie nur zégernd Beachtung. Fiir vie-
le Uberlegungen dieser Arbeit sind sie jedoch unentbehrlich. Die wesentlichen
diesbeziiglichen Sachverhalte sind den Arbeiten [13] und [11] entnommen und
wurden in Paragraph 1.6 angegeben. In diesem Zusammenhang ist auch auf
die durchgehend verwendete Bezeichnungsweise fiir Teilmengen des Dualraums
IP"" | die stets mit einem V oben indiziert werden, hinzuweisen. Falls es sich
bei der Teilmenge um eine projektive Varietdt handelt, kann man sie als duale
Varietdt einer projektiven Varietdt des IP" ansehen und wir werden letztere
stillschweigend durch das gleiche Symbol jedoch ohne V bezeichnen.

Der Begriff der Familie von Kurven oder stetigen Kurvenschar, wie es damals
oft hief, ist auf klassische Weise ebenfalls differentialgeometrisch gefafit worden.
Die moderne Algebraische Geometrie hat als Ersatz den Begriff der algebrai-
schen Familie von Varietiten (aber auch andere) zur Verfiigung. Von beson-
derem Interesse sind unter diesen speziell lineare Kurven—Systeme. Was iiber
diese Begriffe fiir die hiesigen Zwecke auf theoretischer Ebene darzulegen ist,
findet man in den Paragraphen 2.2 und 2.3. Zuvor werden die Chow-Varietiten
behandelt, die gewissermaflen universelle Parametervarietéten fiir algebraische
Familien von Varietiten darstellen. Einparametrige algebraische Familien von
Kegelschnitten des IP? entsprechen damit Kurven auf der achtdimensionalen
Chow—Varietit Cy»(IP*)"", deren Punkte in eineindeutiger Weise zu den Ke-
gelschnitten des IP* gehoren (dhnlich wie die Punkte der Pliickerquadrik zu den
Geraden).

Die Ergebnisse der Klassifikation sind in Kapitel 4 zusammengefaf3t, wo auch
Gleichungsdarstellungen fiir die betreffenden Flédchen zu finden sind.

Zum Gelingen dieser Arbeit mochte ich mich recht herzlich bei all denen be-
danken, die dazu beigetragen haben. Dabei ist zundchst Prof. Dr. W. Degen zu
nennen, dem mein Dank fiir die interessante Aufgabenstellung, sowie fiir Hilfe-
stellungen bei der Bewiltigung der Kernfragen gilt. Dr. M. Oehler unterstiitzte
mich durch Anregungen nach der Durchsicht des Manuscripts. Mit Verstdnd-
nisfragen schema— und garbentheoretischer Natur konnte ich mich freundlicher-
weise auch an Prof. P. Slodowy wenden. Nicht zuletzt gilt mein Dank all jenen
Kommilitonen, die dazu beigetragen haben, dal meine Arbeit nun in leserlicher
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Form vorliegt. Insbesondere mochte ich dabei Hartmut Holzwart nennen, der
mir mit viel Geduld bei der Korrektur der Arbeit geholfen hat.

Hiermit erkldre ich, dafl ich die Arbeit selbsténdig und nur mit den angegebenen
Hilfsmitteln angefertigt habe und daf alle Stellen, die im Wortlaut oder dem
Sinn nach anderen Werken entnommen sind, durch Angabe der Quellen als
Entlehnungen kenntlich gemacht worden sind.
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Kapitel 1

Grundbegriffe

Um mit den verwendeten Notationen und Generalvoraussetzungen vertraut zu
machen, wird ein kurzer Blick auf die fundamentalen Begriffe der algebraischen
Geometrie geworfen.

1.1 Varietiten

Die hier betrachteten geometrischen Objekte sind stets als eingebettet in einen
n-dimensionalen projektiven Raum IB" iiber einem algebraisch abgeschlossenen
Korper k der Charakteristik Null aufzufassen. Der Korper k ist durchgehend
fest gewdhlt, so dafl er in der Regel wieder aus der Bezeichnung entfernt wird.
Zur Vermeidung von Umsténdlichkeiten werden Punkte z € IP"™ und Koor-
dinatenvektoren = = (zy,...,x,) durch gleiche Symbole geschrieben. In Ka-
pitel 3 werden wir das zugrunde liegende Koordinatensystem hiufig wechseln.
Ein solches ist durch n + 1 linear unabhingige Punkte (Grundpunkte des Ko-
ordinatensystems oder kurz: Koordinatengrundpunkte), welche wir stets durch
Ap, ..., A, bezeichnen, zuziiglich eines weiteren, von keinen n der Ay,..., A,
linear abhédngigen Punktes, den wir Normierungspunkt des Koordinatensystems
nennen, festgelegt. Die Punkte Ay,..., A, besitzen die Einheitsvektoren als Ko-
ordinatenvektoren.

Ist T C k[xzy,...,x,] eine Menge homogener Polynome in x, so bezeichnen wir
die Nullstellenmenge von T durch

V(T):={zecP" | f(x)=0VfeT}
(fiir T = {f} auch kurz: V(f)). Ist umgekehrt X C IP", so erzeugt die Menge

T :={f € kl[zo,...,z,] | f homogen A f(z) =0Vz € X}



ein Ideal, welches mit I(X) bezeichnet wird und welches homogen ist, d.h.
I(X) enthélt mit jedem Polynom f alle homogenen Bestandteile desselben. Wir
nennen I(X) homogenes Ideal von X .

Die Rdume IP" sind mit einer Topologie, der Zariski- Topologie, ausgestattet,
deren abgeschlossene Mengen gerade solche der Form V(T') fiir eine Menge
T C k[zg,...,x,] homogener Polynome sind. Wenn nicht ausdriicklich etwas
anderes vermerkt wird, sind alle topologischen Begriffe beziiglich der Zariski-
Topologie aufzufassen.

Definition (Varietéit): Eine nichtleere Teilmenge X C IP", versehen mit der
Spurtopologie der Zariski-Topologie heifit eine Varietdt genau dann, wenn X
offen in X (Abschluff von X in IP™) ist. In den Fillen, wo a) X = X, b) X =
X\H (mit einer Hyperebene H C P") oder ¢) X C X\H gilt, heifit X auch
a)projektive, b)affine oder c)quasiaffine Varietét.

Die Definition richtet sich nach Shafarevich [21] und unterscheidet sich von der
bei Hartshorne [10] gegebenen durch den Verzicht auf die Irreduzibilitit von X .
Ein topologischer Raum heifit irreduzibel wenn aus jeder Zerlegung X = X;UX,
mit abgeschlossenen Mengen X, X C X X; = X oder X, = X folgt, oder
— dquivalent — wenn jede offene nichtleere Teilmenge von X dicht in X liegt.
Andernfalls heiit X reduzibel .

Die Eigenschaft von k[zo, ..., z,], ein noetherscher Ring zu sein, liefert zu jeder
Varietdt X eine eindeutige Zerlegung in abgeschlossene irreduzible Komponen-
ten X =X ;U...UX, (re IN),inder fir ¢,j € {1,...,r} und i #j X; Z X;
gilt ([10, S.5]).

Als Dimension (dim X) einer irreduziblen Varietit X bezeichnet man die
eindeutig bestimmte Maximalzahl von abgeschlossenen irreduziblen Unterva-
rietdten, die eine beliebige Kette X = X, D X, ; D ... D X; D X, mit
X, # ... # Xy erreichen kann. Die Dimension einer beliebigen Varietdt X ist
das Maximum der Dimensionen ihrer irreduziblen Komponenten. Besitzen alle
Komponenten dieselbe Dimension, so spricht man von reiner Dimension. Ein-
dimensionale Varietdten werden als Kurven, zweidimensionale als Fldchen und
(n — 1)—dimensionale als Hyperflichen bezeichnet.

Satz 1.1.1. Sei f ein homogenes Polynom, das auf der irreduziblen projekti-
ven Varietdt X nicht verschwindet. Dann ist X NV (f) von reiner Dimension
dim X — 1.

BEWEIS. [21, S. 57, Theorem 4 u. S.58, Theorem 5]. H



Satz 1.1.2. Seien X,Y C IP" Varietiten mit dm X =1, dimY =m, [ +
m >n und XNY # 0. Dann ist Z7 := X NY eine Varietdt, fir deren
Zerlegung in 1rreduzible Komponenten Z = Z,U...UZ, dimZ; > m+1l—n
firce=1,...,r gilt. Sind weiterhin X,Y projektiv und ist Y Nullstellenmenge
n —m homogener Polynome, so gilt stets X NY # 0.

BEwEIs. [21, S. 60, Theorem 6] und mehrfache Anwendung von Satz 1.1.1. il

Mit den irreduziblen Varietiten sind auch gewisse algebraische Objekte ver-
bunden. Wegen der Irreduzibilitdt von X ist I(X) ein Primideal, so dafi der
homogene Koordinatenring S[X| := k[xo,...,x,|/I(X) ein Integritdtsbereich
ist. Wegen der Homogenitit von I(X) iibertragt sich die graduierte Struktur
von k[zg,...,z,] auf S[X]. Die Elemente vom Grad Null im Quotientenkorper
von S[X] bilden einen Unterkorper, welcher Kdrper der rationalen Funktionen
auf X heifit und mit K(X) bezeichnet wird. Die Elemente von K (X) sind also
durch einen Quotienten zweier homogener Polynome g,h € k[zo,...,z,] von
gleichem Grad gegeben wobei zwei Paare g/h, ¢'/h' genau dann zu identifizieren
sind, wenn gh' — g'h € I(X) ist.

Ist U C X offen und nichtleer, so bildet die Menge aller g/h € K(X) mit h # 0
auf U einen Unterring von K (X), welcher mit O(U) bezeichnet wird und Ring
der reguliren Funktionen auf U genannt wird. Fiir z € U ist O,(U) D O(U),
der Ring aller g/h € K(X) mit h(z) # 0, ein lokaler Ring mit maximalem
Ideal m,, das alle Elemente g/h € O,(U) mit g(z) =0 umfaft.

1.2 Regulidre Abbildungen

Nun wenden wir uns den Morphismen aus der Kategorie der Varietédten, den
requldren Abbildungen zu.

Definition: Eine Abbildung ¢ : X — Y von Varietiten X C P")Y C P™
heifit reguldr genau dann, wenn zu jedem z € X ein offenes U C X mit
xz € U und homogene Polynome fy,..., fn € k[zo,...,z,] von gleichem Grad
d existieren, so daf fiir alle z € U

p(2) = (fo(2), .-+, fm(2))

gilt (notwendigerweise ist dann U NV ({fo,..., fm}) =0).

Héaufiger Gebrauch wird von folgenden fundamentalen Eigenschaften reguldrer
Abbildungen gemacht.



Satz 1.2.1. Sei ¢ : X — Y eine requlire Abbildung. Dann gilt:
(a) ¢ ist stetig (beziiglich der Zariski—Topologien).

(b)
(c) FEs gibt eine nichtleere Menge U C ¢(X), die offen in ¢(X) ist.
(d)

X irreduzibel = (X)) irreduzibel.

X projektiv = ¢(X) abgeschlossen.

BEWEIS. a) Fiir eine abgeschlossene Teilmenge ¥ := V(T)NY von Y folgt
mit S := {f € k[zo,...,xa] | f = 9g(fo,--., fm) g €T} wegen o~ (Y)NU =
V(S)NU die Abgeschlossenheit von ¢ (V') lokal um jeden Punkt x € X, also
ist o 1(Y) abgeschlossen.

b) Angenommen es gelte p(X) = Y;UY; mit in ¢(X) abgeschlossenen Y7, Y, #
0 und Y;,Ys # ¢(X). Dann ist ¢ 1(V}) = X1, 1(Y2) = Xy # X, da
o(¢7H(Y;)) bestimmt von ¢(X) fiir ¢ = 1,2 verschieden ist. Nach Teil a) sind
Xi, X5 abgeschlossen. Wegen X = X; U X, erhdlt man einen Widerspruch zur
Irreduzibilitdt von X.

c) [21, S.50 Theorem 6].

d) [21, S.45 Theorem 2]. W

Aus a) folgt insbesondere, dafi ¢ 1(y) fiir alle y € Y abgeschlossen in X ist.
Zur Dimensionsberechnung von Varietiten ist hiufig folgender Satz niitzlich:

Satz 1.2.2. Sei ¢ : X — Y eine requlire Abbildung irreduzibler Varietdten

e(X)=Y, dim X =1, dimY = m. Dann folgt m <1 und

(a) dim o ' (y) >1—m firaleyeY.

(b) Es gibt eine nichtleere offene Teilmenge U CY mit dim ¢ 1(y) =1 —m
fir alle y € U.

(c) Fir r € IN st die Menge Y, := {y € Y| dim ¢~'(y) > r} abgeschlossen
m Y.

BEWEIS. [21, S.60 Theorem 7 und Corollary]. B

Satz 1.2.3. Sei ¢ : X — Y eine regulire Abbildung projektiver Varietdten
mit irreduziblem Y = p(X). Alle Fasern ¢ '(y) (y € Y ) seien irreduzibel und
von derselben Dimension (dim ¢ '(y) = dim ¢ }(§) fir je zwei y,§ € Y ).
Dann ist auch X irreduzibel.

BeEwEIs. [21, S.61 Theorem 8|. Wl



1.3 Produkte von Varietiaten

Das Produkt zweier projektiver Rdume IP", IP™ wird als eine projektive Un-
tervarietit IP" x P™ ¢ Pr+OMA-1 " qer sogenannten Segre—Varietdt erklart.
Durch

T XY= (woyo, -+ LoYm, 1Yo,y - - - T1Yms - - -, TnYo, - - -, xnym)

wird unabhéngig von der Wahl der Koordinatenvektoren von = und y ein Punkt
zxy € P ED-1 definiert. Die (algebraische) Determinantenbedingung fiir

ToYo --- ToYm
rang : : =1

ergibt die Gleichungen von IP" x P™ (vgl. [21, S.43]).

Jede projektive Untervarietdt Z C IP™ x IP™ ist durch ein System von Polyno-
men aus k[Zg, ..., Zn,Yo,---,Ym| gegeben, welche homogen sowohl beziiglich
als auch beziiglich y sind ([21, S.44]).

Sind X C IP", Y C IP™ abgeschlossen, dann gilt dies offenbar auch fir X x Y
in IP" x IP™, da etwa die homogenen Polynome aus k[zo,...,z,] auch in
klxo,...,Tn,Yo,- -, Ym) liegen und homogen beziiglich = sind. Wegen (X\X) x
(Y\Y]) = X xY\(X; xYUX xY) ist daher das Produkt X x Y beliebiger
Varietdten X und Y wieder eine solche. Rekursiv ist nun auch das Produkt
mehrerer Varietdten X; X ... x X, (r € IN) definiert. Die Projektionsabbil-
dungen pry, : X7 x ... x X, = X, fir : =1,...,r sind stets reguldr, wie man
leicht sieht.

Satz 1.3.1. Es gilt:
(a) X, Y projektiv = X xX Y projektiv.

(b) X, Y drreduzibel = X x Y irreduzibel.
(c) dm(X xY)=dimX + dimY.

BEWEIS. a) Siehe oben.
b) Wende Satz 1.2.3 auf X x Y und pry an.
¢) [21, S.54 Ex.4]. W

Satz 1.3.2. Sei X C IP™ x ... x IP" eine projektive Untervarietdt von der

reinen Dimenston dim X =n; + ...+ n, — 1. Dann gibt es ein Polynom f €

2

klag, ..., &h &8, ... a2, ..., &h, ..., x|, welches homogen beziiglich simtlicher

Faktorrdume P™ (i =1,...,7) ist und dessen Nullstellenmenge X ist. Bis auf
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einen skalaren Faktor ist f eindeutig bestimmt (falls man es ohne mehrfache
Faktoren voraussetzt). Umgekehrt besitzt die Nullstellenmege eines einzelnen
solchen Polynoms stets reine Dimension ny+...+n,—1 (d.h. alle Komponenten
besitzen diese Dimension).

BEWEIS. [21, S.56, Theorem 3’] und Satz 1.1.1. R

1.4 Der Tangentialraum

Sei x € X ein festgewdhlter Punkt auf der Varietit X . Der Tangentialraum
T,X in x an X ist auf abstrakte Weise als dualer Vektoraum zu m,/m?
definiert, wobei m, C O,(X) das maximale Ideal ist. In dieser Arbeit soll
T.X aber stets den eingebetteten projektiv abgeschlossenen Tangentialraum in
xz an X bezeichnen. Ist {f1,..., f,} eine Basis des homogenen Ideals I(X), so
besitzt 7, X eine Gleichungsdarstellung

X =V{g, --,9}),

wobei g1,...,9r € k[yo, ..., yn| die linearen homogenen Formen

9i(y) = Xn: 2L (z)y;

=0 97;

sind und % die formalen partiellen Ableitungen von f; nach x; bezeichnen.
J

T,X ist ein linearer Unterraum von IP" mit dim 7,X > dim X . Als singulére
Punkte von X bezeichnet man diejenigen der Menge

Sing X :={z € X| dim 7, X > dim X}.

Sing X heifit singuldrer Ort von X und ist abgeschlossen in X, da es durch die
(algebraische) Determinantenbedingung fiir

ofr on
Oxrg " Owmn
rang | : <n—-—dimX —1
Ofr Ofr
Oxg " Owxn

gegeben ist. Die nichtleere offene Menge der reguldren Punkte ist also eine Un-
tervarietit, die wir mit

XM = X\ Sing X

(sm steht fiir 'smooth’) bezeichnen.
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Ist ¢ : X — Y eine reguldre Abbildung z € X und ¢(z) =: y € Y, so induziert
¢ eine projektive Abbildung

T, : T,X — T,Y,

*

welche Differential von ¢ in x genannt wird (faft man 7, X als (m,/m2)* auf,

so ist Ty eine lineare Abbildung).

Ist U C X offen und z € U, so dal mit den homogenen Formen g¢g; glei-
chen Grades ¢(z) = (go(2),-..,9m(2)) fir alle z € U gilt, so besitzt T,p die
Abbildungsmatrix

991 991
drg " Ozn
M = : : (z)
09m 9gm
dzg ~°° Ozp

(d.h. Tpp(z) = Mz).

Eine regulidre Abbildung ¢ : X — Y mit ¢(X) = Y bezeichnet man als
allgemein glatt, wenn es eine nichtleere offene Teilmenge Xy, C X gibt, so dafl
T, surjektiv fiir jedes z € X, ist.

Satz 1.4.1. Ist die Charakteristik des Korpers k gleich Null (was hier stets
vorausgesetzt ist), dann ist jede regqulire Abbildung ¢ : X —Y mit p(X) =Y
allgemein glatt.

BEWEIS. [10, S.272, Corollary 10.7] (beachte auch die dortige Proposition 10.4
$.270). W

1.5 Tangentenkegel und Vielfachheiten

Sei X C IP" eine Varietdt und x € X . Wir definieren den Tangentenkegel in
x an X auf analytische Weise. Sei das Koordinatensystem in IP" so gewihlt,
daB z = (1,0,...,0) ist. Schreibt man ein homogenes Polynom f € I(X) in
der Form

f=al facm + 20 facmir + ..+ Tofao1 + fa (1.1)

wobei d = deg f, m < d und f; € k[zy,...,2,] homogen vom Grad i ist, so
ist die Varietdt TC, X := V(T'), worin T' die Menge aller Polynome f; ., (zu
f € I(X) geméf Gleichung (1.1)) ist, ein Kegel, den wir den Tangentenkegel in
x an X nennen. Es gilt dann 7C, X C T, X und TC, X = T, X , falls x regulér
ist. Ist X speziell eine Hyperfliche (X = V(f)), dann gilt TC, X = V(f4—m)
(vgl. hierzu [21, S.79]).
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Fir eine Hyperfliche X = V(f) und = € IP" definieren wir die Vielfachheit
pz(X) als diejenige natiirliche Zahl s =: p,(X), fiir die

_If
8:c,~1 Ce 81‘1}

. - § 8Sf
3(iy, ..., i) €(0,...,n) S

gilt. W&hlt man Koordinaten wie oben und schreibt f in der Form (1.1), so gilt
pe(X) = d — m. Das ergibt

Vr <s V(i,...,0) € (0,...,n)" (z)y=0 A

(z) # 0 (1.2)

reX e u,(X)>1 AN ze€SingX & p,(X) > 2.

Nach Gleichung (1.2) ist die Menge aller € X mit p,(X) > r (r € IN)
offenbar abgeschlossen und wir bezeichnen sie mit

Sing , X = {x € P"| p,(X) >r}. (1.3)

1.6 Duale Varietiten

Sei X C IP" eine irreduzible projektive Varietdt. Dann heifit
CX :={(z,HY) e Xsm x P"/| HD T,X}

die Conormale Varietit von X . Dabei bezeichne IP™*Y den Dualraum von P"
und H" den der Hyperebene H C IP" entsprechenden Punkt in P™". Die
Duale Varietdt von X ist dann

XY = prpav(CX)

Die Bezeichnung ist mit den obigen Notationen IP™" und H" vertriglich. Die
Menge

ContyX = prx(prxv(H)YNCX)={r e Xm | H = T, X}
heiflt der Beriihrort von X mit der Hyperebene H.
Man sagt, die Varietit X sei reflexiv, wenn CX = CX" gilt, wobei natiirlich
CX" als Untervarietdt von X x X" und nicht von XV x X aufzufassen ist. X

heiBt bidual, falls X = XV" gilt. Offensichtlich folgt aus der Reflexivitit von
X auch die Bidualitdat. Wir zitieren den iiberaus wichtigen

1.6.1. Satz (Monge—Serre—Wallace). Sei X C IP" eine irreduzible projek-
twe Varietit. Dann gilt: X st refleziv genau dann, wenn prxv cx allgemein
glatt ust.

BEWEIs. [13, S.169] &
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Nach unseren Generalvoraussetzungen iiber k£ kann daher laut Satz 1.4.1 X
stets als reflexiv angenommen werden.

Fiir eine reduzible Varietdt X setzen wir zur Vereinfachung der Schreibweise:
CX:=CX,U...uCX,, X"=X,YU...uX,",

wobei Xi,...,X, die irreduziblen Komponenten von X sind. Fiir einen Satz
aus Paragraph 2.6 bendtigen wir nachstehende Folgerung aus einem Theorem
von Lé-Teissier (siche dazu [13, S.219]):

Satz 1.6.2. FEs gilt:
(a) (TC,X)" C Contyv XY A TC,X D (ContpvXY)Y,

(b) dim Cont,v XY =0 = (TC,X)" = Cont,v X" .

BEWEIS. a) Nach dem Theorem von Lé-Teissier gibt es irreduzible Unterva-
rietdten W; C TC, X (i=1,...,r), mit

1C,X = U W; und Cont,v XV = U w;Y.
i—1 i—1

Dann sind etwa W;,, ..., W;  (i1,...,im € {1,...,7}) die irreduziblen Kompo-
nenten von TC,X und W; Y ..., W;" (j1,...,51 € {1,...,7}) diejenigen von
Cont,v X" . Also

(TC’wX)v = U W;," C Cont,v X" und
k—1

l l
(ContvaV)v = U (Wik\/\/) = U W, C 16, X
k=1

k=1
unter Verwendung der Bidualitdt der W;.
b) folgt aus a), wenn man beachtet, dafl nun 7C, X in Ebenen zerféllt. li

Satz 1.6.3. Sei X eine irreduzible projektive Varietdt im IP". Dann gibt es
eine nichtleere offene Menge X' C XV, so daf fir alle HY € X' ContyX
ein linearer Unterraum von P™ ist.

BeEwEls. Wir setzen X' := XV*™. Aus der Reflexivitit von X folgt
Contg X = prx(pry(HY)NCXY) = (TgvXY)" fiir alle HY € X'".

Also ist Contz X linear, da dies fiir Tpv XY gilt.
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Satz 1.6.4. Fir eine Fliche F C IP?, deren duale Varietit FV C P?" eben-
falls eine Fliche ist, gibt es hochstens endlich viele Ebenen E C P3| fir die
dim (ContgF) =1 gilt.

BEWEIS. Die Conormale Varietdt C'F' ist irreduzibel und zweidimensional, da
die Fasern der Projektion prp : CF — F fiir x € F*™ einelementig sind (man
wende dazu Satz 1.2.1 (b) und Satz 1.2.2 auf prp an). Die Menge YV := {E" €
FV | dim (prpi(EY) N CF) > 1} ist nach Satz 1.2.2 (c) abgeschlossen. Wire
YV eindimensional, so wire nach Satz 1.2.2 pryv(Y") N CF zweidimensional.
Da nun CF irreduzibel und zweidimensional ist, ergibt sich CF C przv(YV).
Daraus folgt YV = FY im Widerspruch zu dim F¥ =2. i

Um ein Durcheinander in der Bezeichnungsweise zu vermeiden, werden die Ele-
mente von IP"" stets mit V indiziert (also HY € IP™"). Die zugehérige Hy-
perebene des IP" wird dann stillschweigend durch H := HY" C IP" notiert.
Entsprechend verfahren wir mit den Varietdten des Dualraums: Wir indizieren
sie stets mit V (XY C IP"") und im Fall einer projektiven Varietéit wird implizit
X kanonisch mit XV identifiziert.
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Kapitel 2

Theoretische Hilfsmittel

2.1 Chow—Varietiaten

Der Umstand, dal Losungen algebraischer Gleichungen gelegentlich mehrfach
gezdhlt werden miissen, erfordert, den Varietéten einen hierfiir zweckméssigeren
Begriff an die Seite zu stellen.

Definition: Sei X eine Varietdt und r € IN, r < dim X. Ein rZykel ist
ein Element des von allen r—dimensionalen irreduziblen und abgeschlossenen
Untervarietdten von X erzeugten freien ZZ —Moduls, der mit Z,(X) bezeichnet

wird ([21, $.206], [10, S.425)).

Ein r-Zykel Z 1a8t sich daher als formale Summe

l
i=1

schreiben, wobei [ natiirlich, n; ganzzahlig und X; irreduzible abgeschlossene
Untervarietdten der Dimension r sind. Gilt n; > 0 fiir alle ¢, so heifit Z auch
effektiv (in Zeichen: Z > 0). Mit supp Z := X; U... U X, bezeichnen wir den
Trager von Z. Im Fall » = dim X — 1 spricht man anstelle von Zykeln von
Divisoren.

Auf shnliche Weise, wie man den Geraden des IP® Plickerkoordinaten und
damit Punkte der Pliickerquadrik zuordnet, oder allgemeiner r—dimensionalen
linearen Unterrdumen des IP" Punkte auf einer Grassmannmannigfaltigkeit zu-
schreibt, so kann man auch die effektiven r—Zykeln des IP" mit Koordinaten
versehen, welche Punkte eines hoherdimensionalen projektiven Raumes dar-
stellen. Diese werden die Chow-Koordinaten des Zykels Z genannt. Auf ihre
Herleitung wird nun in Kiirze eingegangen.

Zunichst wollen wir dazu annehmen, dafl Z € Z,.(X) ein effektiver Primzykel
ist, d.h. Z = supp Z und supp Z ist irreduzibel. In IP" x (IP"")"*! ist die Menge
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A= {(x,Hy’,...,H,Y) € P" x (P")*'| 2 € HyN...N H,} abgeschlossen,
wie man leicht sieht (Gleichungen: >7_; Hy;'z; = 0 fiir 1 = 0,...,7). Dasselbe
gilt daher fiir A'Z := ANprps(Z) und AZ := pry(A'Z), wobei YV := (P"")"*1
ist (Satz 1.2.1 angewand auf die Projektionsabbildungen). Fiir jedes z € Z
ist prps(2) VA = prpn(2) NA'Z = (2V)"*1. Da die 2V Hyperebenen im IP™"
sind, ist zum einen dim (prps(z) NA’Z) = (n — 1)(r + 1) und zum anderen
ist (2V)"*! irreduzibel (Satz 1.3.1) fiir alle z € Z. Damit ist nach Satz 1.2.3
A'Z und folglich auch AZ irreduzibel. Aus Satz 1.2.2 erhdlt man dim A'Z =
n(r +1) — 1 und Satz 1.1.1 liefert die Existenz eines y = (H,",...,H,”) € Y
mit dim (pry'(y) NA'Z) = 0, woraus dim AZ = n(r + 1) — 1 folgt. Demnach
ist AZ eine Hyperfliche in Y und nach Satz 1.3.2 gibt es ein bis auf einen
skalaren Faktor eindeutig bestimmtes (r + 1)—fach homogenes Polynom fy,
dessen Nullstellenmenge AZ ist. Man nennt f; die zugeordnete Form und seine
Koeflizienten die Chow—Koordinaten von Z. Da nach Satz 1.1.1 zu jedem z & Z
stets Hyperebenen H,",...,H,’ € 2" existieren mit HoN...NH,NZ = 0,
folgt

z €7+ (V)T CAZ. (2.1)

Damit ist also nicht nur f; durch Z (bis auf einen Faktor), sondern auch Z
durch f; eindeutig bestimmt. Aus diesem Grund miissen auch die » + 1 Ho-
mogenititsgrade von fz beziiglich der einzelnen Faktoren IP"" von Y iiberein-
stimmen, da offensichtlich AZ beziiglich diesen symmetrisch ist. Den dadurch

eindeutig bestimmten Homogenitétsgrad d von f; nennt man die Ordnung oder
den Grad von Z (in Zeichen: deg Z = d).

Nun sei Z ein beliebiger effektiver Zykel: Z = >-!_, n; X;. Als zugeordnete Form
von Z bezeichnen wir dann

l

fZ = H(le)nz

=1

Der Grad von Z wird durch

!
deg Z = Znideg X;

=1

definiert und stimmt mit den Homogenitatsgraden von fz beziiglich aller r» 41
Faktoren iiberein.

Vermittels der Chow-Koordinaten entspricht nun jedem effektiven Zykel der
Dimension r und vom Grad d ein Punkt des projektiven Raumes IP”»"¢ wobei
Ungrd ‘= (("J’l);;r’l‘f(r“)) — 1 ist (Binominalkoeffizient!). Mit C, 4(X) C IP"»d
bezeichnen wir die Menge aller Punkte, deren Koordinaten Chow-Koordinaten
eines effektiven r—Zykels vom Grad d sind und zu ¢ € C,4(X) mit Z, den

entsprechenden Zykel.
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Satz 2.1.1. Sei X C IP" eine projektive Varietit. Dann ist auch C,4(X) C
P4 eine projektive Varietdt, die sogenannte Chow—Varietit.

BEWEIS. [25, S.218/220 (ZAG IX)] oder [24, S.160] (vgl. auch [21, S.68] und
). W

Die Addition im Modul Z,(X) definiert Abbildungen
Add : Crg(X) X Cre(X) = Crgie(X).

Wegen fz, 1z, = fz,fz, sind die Chow—Koordinaten von Z; + Z, Polynome in
den Chow—Koordinaten von Z;, Z,, die sowohl beziiglich Z; als auch beziiglich
Z> homogen vom Grad eins sind. Daher sind die Abbildungen Add auf der pro-
jektiven Varietdt C,q(X) % C,(X) regulér, weil sie offensichtlich auch iiberall
definiert sind. Daran erkennt man insbesondere, daf} die Teilmenge aller irredu-
ziblen projektiven Untervarietiten von X, die wir mit C, 4(X)"" bezeichnen,
aufgefafit als Teilmenge von C,4(X) offen ist. Denn es gilt

d

Cr,d(X)irr = Cr,d(X)\( U (Cr,e(X) X Cr,d—e(X)))

e=0

wobei der Ausdruck in der Klammer als endliche Vereinigung von Bildbereichen
reguldrer Abbildungen abgeschlossen ist (C; ¢(X) x C; 4—(X) ist abgeschlossen
nach Satz 2.1.1 und 1.3.1 (a)).

Es wird nun eine geometrische Interpretation des oben definierten Grades einer
projektiven Varietdt gegeben, wozu folgendes Lemma gebraucht wird:

Lemma 2.1.2. Sei f € E[Xo,..., %0, Y- Ymps > Yos- - Y] €ine in
und y,...,y" homogene Form, die keine mehrfachen Faktoren besitzt. Dann
gibt es eine nichtleere offene Menge U C P™ x ... x P™ =Y, so daf fir
alle y := (y*,...,y") € U das Polynom f, := f(z,y",...,y") € k[zo,...,zn]
(als solches in x ) keine mehrfachen Faktoren besitzt.

BEWEIS. Wir fassen die Menge der homogenen Polynome festen Grades d aus

k[zo, ..., x| als Punkte des Raumes IP*»4 auf, wobei v, 4 := (";d) —1 (Binomi-

nalkoeffizient!) ist und proportionale Polynome zu identifizieren sind. Die echte
Teilmenge derjenigen Polynome, welche mehrfache Faktoren besitzen, ist hierin
abgeschlossen. Dazu betrachtet man in IP" x P4 die durch die Gleichungen
g—gfi(:c) =0 ¢=0,...,n definierte abgeschlossene Menge. Die Abgeschlossenheit
der fraglichen Menge folgt dann aus einer Anwendung von Satz 1.2.2 (c) auf die
Projektionsabbildung auf IP“»? denn gerade fiir Polynome aus ihr besitzt diese
(n — 1)—dimensionale Fasern. Da die kanonische Abbildung ¢ : Y — P"»¢ mit

6(y) = f, offenbar auf einer nichtleeren offenen Teilmenge von Y reguldr ist
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(die Koeflizienten von f beziiglich z sind r—fach homogene Polynome gleichen
Grades in y), geniigt es nach Satz 1.2.1 (a) ein y zu finden, so daf f, keine
mehrfachen Faktoren besitzt. Wir nehmen nun an, dafl es ein solches y nicht
gibt. Die Menge

Vﬁ:{(x,y)E]PnXYUy:g;jhy A gy(z) =0 A k>1}

ist in der Nullstellenmenge Z von f enthalten. Fiir alle y € Y ist pry'(y) NV
abgeschlossen und nach der Annahme stets (n — 1)—dimensional. Daher gibt
es eine irreduzible Komponente W C V C Z (Abschluff in IP" X V') mit
dim (pry'(y) N W) = n — 1 fiir alle y € Y. Insbesondere sieht man W C V,
da dies faserweise gilt. Nach Satz 1.2.2 hat man dim W =n+m; +...+m, —
1, weshalb W nach Satz 1.3.2 eine irreduzible Gleichung g(z,y',...,y") = 0
besitzt. Aus W C Z folgt f = gh mit einem geeigneten Restpolynom h. Da f
das Polynom g nur in einfacher Potenz enthilt und nach der Annahme W in der

Nullstellenmenge der n Polynome g—gi = 88;2_ + gg—; (¢ =0,...,n) enthalten
ist, miissen die Polynome ha%?% (:=0,...,n) auf W verschwinden. Das heifit
V() UV(2L) O W und die Irreduzibilitit von W liefert daraus W C V(h)

oder W C V(g—gi). Der erste Fall ist nicht mo6glich, da g das Polynom A nicht

teilen kann. Weil die Charakteristik des Koérpers k£ Null, deg % < deg g und
g irreduzibel ist, ist aber auch der zweite Fall unmoglich. W

Satz 2.1.3. Sei X C IP" eine projektive Varietdt von reiner Dimension 7.

Mit L, , seien beliebige (n — r)-dimensionale lineare Unterrdgume von P"

gemeint, die wir als Punkte einer Grassmannmannigfaltigkeit Gy ,—, deuten

kénnen. Dann gilt:

(a) d := deg X > card(X N L,_,) fir alle L, , € G,y mit dim (X N
Lnfr) =0

(b) Es gibt eine nichtleere offene Menge U C G mit deg X = card(X N
L, .) fir alle L, , €U

BEWEIS. Jeder (n — r)—dimensionale Unterraum L,_, kann als Schnitt von r
Hyperebenen Hi, ..., H, in allgemeiner Lage aufgefalt werden. Wie man leicht
sieht, ist in (IP"")" die Menge aller r—Tuppel von Hyperebenen (H,",..., H,")
mit dim (X N H; N...N H,) = 0 nichtleer und offen (Satz 1.1.1). Nach der
Konstruktion der zugeordneten Form fx von X zerfillt diese als Polynom in
HY (also fx(HY,H,",...,H,.")) in d lineare Faktoren. Jeder dieser linearen
Faktoren hat ein Hyperebenenbiindel (Menge aller Hyperebenen durch einen
festen Punkt) als Nullstellenmenge. Das heifit: Jeder lineare Faktor entspricht
genau einem Punkt von X N H;' N...N H," (vermittels seiner Koeffizienten).
Wegen dim (X N H;N...NH,) =0 ergibt Satz 1.1.2 dim (H," N...NH,") =
n—r. Also gilt card(XNL,_,) < d fiiralle L,,_, € G, mit dim (XNL,_,) =
0. Die Behauptung (b) folgt aus dem Lemma 2.1.2, da man eine offene Menge
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U C (IP™)" findet, so da fx(HY,H,",..., H,") fiir alle (H,",..., H,”) €U
als Polynom in H" in d verschiedene lineare Faktoren zerfillt (vgl. [21, S.67]).
H

Zum Schlufl des Paragraphen wollen wir uns kurz mit den effektiven Diviso-
ren des IP" befassen und eine der vielen Versionen des Satzes von Bezout an-
geben. Fiir die effektiven Divisoren festen Grades d des IP" ist die Darstel-
lung als Punkte einer ChowVarietdt umstidndlicher als nétig, denn sie ent-
sprechen in eineindeutiger Weise den homogenen Polynomen d-ten Grades
in n + 1 Unbestimmten, wenn man proportionale Polynome identifiziert. Wie
schon im Beweis des Lemmas 2.1.2 praktiziert, kann man sie daher als Punkte
des Raumes IP"? ansehen. Wir sagen, n effektive Divisoren D,..., D, des
IP" besitzen allgemeine Lage, wenn dim (supp D; N ... N suppD,) = 0 gilt.
Fir « € supp(D; N...N D,) kann man eine affine Umgebung U C IP" mit
x € U wiahlen, in der Dy, ..., D, durch die inhomogenen Polynome fi,..., f, €
O.(IP") gegeben sind. Nach dem Hilbertschen Nullstellensatz ([26, S.11]) gibt
es eine Zahl [ € IN | so daf das Ideal (fi,..., f,) 2 m! umfafit, wobei m! die
[-te Potenz des maximalen Ideals des lokalen Ringes O,(IP") ist. Daher ist
O, (P") /(f1,. .., fn) ein endlichdimensionaler k—Vektorraum, da dies auch fiir
O (IP") /m!, gilt und man kann durch

(D1,...,Dp)y = dimg( O, (IP™) /(f1,- -, fn))

die Schnittmultiplizitit von Dy, ..., D, in x definieren.

2.1.4. Satz (Bezout). Die effektiven Divisoren Ds,..., D, des IP" seien in
allgemeiner Lage. Dann gilt:

Z (D1,...,Dp)y = deg Dy - ... deg D,.

zesupp DiN...Nsupp Dy,
Bewers. [21, S.198]. B

Ist ein effektiver Divisor des IP" durch D = Zézl n;H; mit den Hyperflichen
Hy, ..., H; gegeben, so kann man die im Kapitel 1.5 definierten Vielfachheiten
auf D verallgemeinern durch:

pe(D) = Zlnluw(Hz) (2.2)

Die Charakterisierung (1.2) bleibt dabei erhalten. Fiir den Spezialfall n = 2
erhdlt man fiir die Schnittmultiplizitat (D, Ds), folgende Kriterien:

Satz 2.1.5. Es gilt:
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(a) (Dl,D2)w =1 <= /'Lw(Dl) = ,u:c(D2) =1 A Twsuple ?é Twsupp D2
(b) (D1, D2)s > pio(D1) pia(Ds)

BEWEIS. [1, 5.82/83] oder [21, S.184/185]. B

Bemerkung 2.1.6. Eine andere Version des Satzes von Bezout (siehe [10,
S.53|) besagt, daf die irreduziblen Komponenten C; (i = 1,...,r) zweier
Flichen F; und F, im IP? mit geeigneten Schnittmultiplizititen i(Fy, Fy; Z;)
versehen werden konnen, so daf fiir den effektiven 1-Zykel

i=1

deg Z = deg Fideg F, gilt. Die algebraisch exakte Definition dieser Schnitt-
multiplizitdten ist fiir unsere Zwecke jedoch zu aufwendig und unangebracht.
Zwar werden wir im Kapitel 3 diesen Sachverhalt oft verwenden, doch ist hier bis
auf wenige Ausnahmen eine der beiden Flichen eine Ebene und man kann den
Zykel Z auf einfache Weise als Divisor der Ebene E betrachten, wie dies auch in
Lemma 2.5.5 geschieht. In den Ausnahmeféllen wird jedoch in Kauf genommen,
daBl auf etwas umstandliche Art auf die Schnittmultiplizititen i(Fy, Fy; Z;) mit
Hilfe der beiden vorigen Sétze geschlossen werden muf. Man muf} dazu in Satz
2.1.4 die beiden Flichen mit geeigneten Ebenen E schneiden (also (Fi, Fs, E),
betrachten) und zwecks der Verwendung von Satz 2.1.5 die Schnitte als solche
zweier Divisoren von E auffassen.

2.2 Algebraische Familien von Varietéiten

Definition: Sei S eine Varietdt und I' eine abgeschlossene Menge in IP" x S
mit prg(l) = S. Fiir alle s € S sei X, := prp=(prg'(s) N T') von reiner
Dimension 7. Dann heiit {X, | s € S} eine algebraische Familie von Varietiten
mit Parametervarietat S (vgl. [21, S.68]).

Um der Definition Sinn zu verleihen wird gezeigt, dal X, eine projektive Va-
rietét ist. Sei also S C P™, s € S und V, := prg'(s) NT. V, ist abgeschlos-
sen in T'. Fiir den Abschlufi V, von V, in PP" x IP™ gilt nach Satz 1.2.1 (a)
prpm(V;) = s. Demzufolge hat man V, C IP” x S, und daher V, C T, weil
[' abgeschlossen in IP" x S ist. Die Abgeschlossenheit von Vi in I' liefert nun
V, =V, und mit Satz 1.2.1 erhélt man, dal X, = prp(V;) projektiv ist.

Satz 2.2.1. Sei X C IP" eine projektive Varietit und r,d € IN. Dann
ist {supp Z.| ¢ € C,q4(X)} eine algebraische Familie mit Parametervarietdt
Cra(X) (Z. = Zykel mit Chow-Koordinate c).

21



BeEWwEIS. Es ist eine abgeschlossene Menge I', 4(X) C X x C, 4(X) zu konstru-
ieren mit (z,¢) € [, 4(X) <= z € supp Z.. Dazu seien N, : P" — P"" fiir
t=0,...,r beliebige Nullsysteme, d.h. projektive Abbildungen mit schiefsyme-
trischen Abbildungsmatrizen A;. Weiter seien H;' := N;(z) die Bildhyperebe-
nen von r € X . Nun substituiert man H;" in die zugeordnete Form f, von
e

fz.(Aoz, ... Ar). (%)

Man fasse (%) als Polynom mit den Eintrdgen der Matrizen A; als den Un-
bestimmten auf. Da die N; Nullsysteme sind, gilt = € H;. Also mufl fiir
z € supp Z, die Form (*) identisch in den Komponenten der A; verschwin-
den.

Hiervon gilt nun auch die Umkehrung: Ist fiir # € X die Form (%) identisch
Null in den Komponenten der Matrizen A;, so folgt x € supp Z.. Denn es gibt
einen irreduzibler Faktor von fz , der in den A; identisch Null ist. Diesem ent-
spreche die irreduzible Komponente Zy C supp Z.. Zu beliebigen Hyperebenen
H; mit z € Ny H; findet man stets Nullsysteme N; mit H; = N;(z). Nun
folgt (zV)"™' C AZy und nach Gleichung (2.1) z € Z; C supp Z,.

Die Koeffizienten von () beziiglich der unbestimmten Komponenten der Ma-
trizen A; sind Polynome, die sowohl in den Chow—Koordinaten von Z, als auch
beziiglich x homogen sind. Nach den obigen Beweisschritten ist die Nullstellen-
menge dieser Polynome aber gerade die Menge I', 4(X). H

Satz 2.2.2. Sei {X;|s € S} eine algebraische Familie projektiver Unterva-
rietdten X, von reiner Dimension r der projektiven Varietit X . Dann gibt es
ein d € IN und eine regulire Abbildung § : S — C,4(X) mit X, = supp Zy()
fiir alle s € S. Weiterhin gibt es eine nichtleere offene Menge S' C S so, daf
deg X, =d fiir alle s € S" gilt.

BEWEIS. 1) Wir betrachten zunéchst den Fall » = n—1, X = IP" und konstru-
ieren eine Abbildung von § nach IP”»¢. Die gegebene algebraische Familie sei
durch die Menge I' C IP" x S definiert und fi,..., fi € k[zo,...,Zn, S0, - -, Sm)
seien Polynome, deren Nullstellenmenge I' ist. Da die X, von reiner Dimen-
sion n — 1 sind, miissen fiir festes s € S die Polynome fis(z) := fi(z,s) €
klxo,...,z,) fir ¢ = 1,...,0 laut Satz 1.3.2 proportional sein, oder es ver-
schwinden einige von ihnen, jedoch nicht alle gleichzeitig. Man beachte, daf}
fis nach Lemma 2.1.2 (auf einer geeigneten nichtleeren offenen Teilmenge von
S) ohne mehrfache Faktoren angenommen werden kann (sofern dies fiir die
fi vorausgesetzt wird). Insbesondere stimmen die Homogenitatsgrade der f;,
beziiglich = iiberein und konnen mit d bezeichnet werden. Man kann nun S
mit offenen Mengen Sy, ..., Sy iiberdecken, so daf zu jedem j € {0,...,k} ein
ij € {1,...,1} existiert mit f;;; 7 0 fiir alle s € S;. Da die Koeffizienten der
fi beziiglich  homogene Polynome in s von gleichem Grad sind ( f; homo-
gen beziiglich s), erhédlt man reguldre Abbildungen §; : S; — IP*¢  die jedem
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s € S; ein Polynom f; , mit X, = V/(f;,) zuordnen. Wegen 0;(s) = dx(s) fiir
s € S§; NSy, erhélt man insgesamt eine reguldre Abbildung 6 : S — P""¢ mit
X; =V(d(s)) (fasse darin d(s) als Polynom aufl!).

2) Fiir den allgemeinen Fall werden wir Teil 1) auf die Hyperflichen AX; an-
wenden (siehe Herleitung der Chow—Koordinaten in Paragraph 2.1). Analog wie
bei der Einfilhrung der Chow-Koordinaten sieht man, dafl die Menge

A:={(Hy,...,H W, s)€ (P")*xS| Iz € P" (z,s) €T Az € HyN...NH,}

abgeschlossen in (IP™")"*1 x S ist, und daf fiir jedes s € S dim (prg'(s)NA) =
n(r+1) — 1 ist. Damit definiert A eine algebraische Familie von Hyperflichen
im (IP™")"*!. Nach Schritt 1) gibt es eine regulére Abbildung ¢ : S — IP¥mrd
mit AX, = V(d(s)). Also gilt fiir alle s € S gerade X, = supp Zs,) und
§(S) C C,q4(X). Wendet man Lemma 2.1.2 auf die Polynome f; des ersten
Beweisschrittes an, so sieht man, dafl es eine nichtleere offene Menge S’ C S
mit deg X, = d fiir alle s € S’ gibt. N

Satz 2.2.2 gestattet es nun auf einfache Weise die Dimension einer algebrai-
schen Familie {X,|s € S} durch dim 6(S) zu definieren. Anhand der Sitze
2.2.1 und 2.2.2 sowie 1.2.1 sind algebraische Familien von abgeschlossenen irre-
duziblen Untervarietéten Y einer projektiven Varietit X mit dim Y = r und
deg Y = d im wesentlichen durch Untervarietéiten von C, 4(X)"" gegeben.

Im Fall unserer Aufgabe, die projektiven Flichen F' von vierter Ordnung des
IP? auf einparametrige Familien von Kegelschnitten zu untersuchen, ist also die
Dimension von Cj2(F)"" und wenn mdéglich die Zahl der irreduziblen Kompo-
nenten dieser Varietdt zu bestimmen. Im iibrigen wird die Geometrie der rein
achtdimensionalen projektiven Varietét C;(IP®), zu deren Untervarietiten die
C12(F) gehoren, ausfithrlich in [22] beschrieben. Diesbeziiglich sei noch be-

merkt, da8 Cy»(IP*)"" irreduzibel ist (siehe auch [21, S.69]).

Die algebraische Familie aller Kegelschnitte des IP? 148t sich auch auf eine ande-
re interessante Weise parametrisieren, die in der projektiven Differentialgeome-
trie zur Definition von Kegelschnittflichen verwendet wird (siehe [6, S.2]): Fir
jeden Kegelschnitt Cy im IP? ist Cy" C P*" ein irreduzibler quadratischer Ke-
gel und umgekehrt ist die duale Varietét eines solchen wieder ein Kegelschnitt.
Die Menge M C IP**? aller irreduziblen quadratischen Kegel in IP?" ist eine
Varietét, wie die Determinantenrechnung angewandt auf die Matrixdarstellung
derselben lehrt. Um nun alle Kegelschnitte des IP? mittels M zu parametrisie-
ren, ist noch die Abgeschlossenheit der durch

I':.= {(93,02\/) S IP3 x M | T € 02\/\/ = 02}

definierten Menge in IP® x M zu zeigen.
Dazu seien zy,...,23 € IP? vier linear unabhingige Punkte, A; := {C2V €
M | Sing Cy" € 2"} (das sind die Kegel, deren Spitze in z;" liegt) und U; :=
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IP? x (M\ A;) . Betrachtet man die Koeffizienten eines homogenen quadratischen

Polynoms f € k[E,", ..., E3"] als Koordinaten eines Punktes von M , so werden
durch die Gleichungen 3gfv (EY) =0 (j =0,...,3) (dh. EY ist Spitze des

Kegels) abgeschlossene Mengen B; C z;Y x M definiert (EY € z;¥). Aus A; =
pry(B;) folgt die Abgeschlossenheit der A;. Damit liefern die U; eine offene
Uberdeckung von IP? x M und man braucht lediglich die Abgeschlossenheit von
' N U; in U; zu zeigen. Dazu betrachtet man in 2;Y x U; die Menge C; aller
Tripel (EY,z,Cy") welche den Gleichungen

0 0
F(E) =0 wnd gl (B°) = 5 ()

(0<k<j<3, z=(xg,...,x3)) (d.h. z proportional zum Koordinatenvektor
der Tangentialebene in EY an den Kegel) geniigen. Aus I'NU; = pry, (C;) folgt
dann die Behauptung.

2.3 Lineare Kurven—Systeme auf Flichen

Im folgenden sei F' stets eine irreduzible projektive Fliche im IP" und L C
IP"»4 ein linearer Unterraum von effektiven Divisoren des IP" vom Grad d und
F & suppl fiir alle [ € L (gegeben durch das entsprechende Polynom, dessen
Koeflizienten die Koordinaten des Punktes aus IP"*¢ sind).

Definition: Die durch T" := {(2,l) € FF x L | l[(z) = 0} C F x L definierte
algebraische Familie {supp{ N F =: C; |l € L} hei}t ein lineares System von
Kurven auf F'.

Nach Satz 1.2.2 ist B := {z € F | prz'(z) NI’ = = x L} abgeschlossen und
dimB < 1. Aus dim B = 1 folgt dim (B x L) = dimI', weshalb B x L
eine Komponente von I' ist. Nun definiert IV := I'\(B x L) # 0 ebenfalls eine
algebraische Familie von Kurven auf F' mit der zusétzlichen Eigenschaft, daf
die C; := prr(pr;*(1) NT') keine Komponente besitzen, welche fiir alle [ € L
fest bleibt.

Definition: Die durch I definierte Familie {C; |l € L} heifit ein lineares Sys-
tem von Kurven auf F ohne feste Bestandteile. Die Menge B heifit Basis-
punktmenge des Systems (sie ist fiir ein System ohne feste Bestandteile nach
Konstruktion von I' leer oder nulldimensional).

Bemerkung: Die Divisoren [ induzieren auf F' Divisoren von recht einfachem
Typ, welche man lokale Hauptdivisoren von F nennt (sie werden lokal — etwa
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in affinen Umgebungen — von rationalen Funktionen induziert). In der Litera-
tur werden daher lineare Systeme von Divisoren auf F' erkldrt. Fiir singulére
Fliachen erweist sich diese Theorie jedoch als recht kompliziert, so dafl wir uns
hier auf den einfacheren Begriff beschrinken.

Lemma 2.3.1. Sei {C;|[ € L} ein lineares System und y ¢ B. Dann ist die
Menge L, :={l € L |y e C} eine Hyperebene in L.

BEWEIS. Betrachtet man [ € L als Polynom, und ist fi,..., f, eine Basis von
L, so schreibt sich jedes [ € L in der Form

l(l‘) = /\1f1($) +...+ /\rfr(SL') mit Al, .. .,)\7- € k.

Fiir festes y ¢ B sind fi(y),..., fr(y) feste Zahlen, die nicht alle Null sind.
Also wird durch die lineare Gleichung A1 fi(y) +...+ A fr(y) =0 in Ay, ... A,
eine Hyperebene in L definiert, welche gerade die Elemente von L, umfafit. i

Lemma 2.3.2. Sei {C)|l € L} ein lineares System mit dim L =1 (ein sol-
ches heifit auch lineares Biischel). Dann gilt C;NCy = B fir alle 1,1 € L mit

141,

BEWEIS. Die Behauptung B C C; N Cp folgt aus der Definition von B. Um
B D C;NCp zu zeigen, nehme man = € C;N Cy\B an. Nach Lemma 2.3.1 ist
L, eine Hyperebene von L, also ein Punkt und es folgt [ =1'.

Satz 2.3.3. Sei {C)|l € L} ein lineares System von Kurven auf F' ohne feste
Bestandteile mit dim L = 1. Dann gibt es eine algebraische Familie {K? | s €
S} von Kurven auf F, die fir eine nichtleere offene Teilmenge S’ C S der
eindimensionalen irreduziblen und projektiven Parametervarietdt S irreduzibel

und von d-tem Grad sind, so daf§ zu jedem | € L s1,...55,€ S existieren mit
Ci=KU.. UKL,

BEwEIs. Mit B wird wieder die Basispunktmenge des Systems bezeichnet.
Betrachte nun die Abbildung 6 : L — C.(F) aus Satz 2.2.2. Es gilt C; =
supp Zs)- Da L irreduzibel und projektiv ist, gilt dies nach Satz 1.2.1 auch
fiir 7 := §(L). Ebenso ist T' eindimensional. Falls T N Cy o(F)"" # 0 gilt, ist
man mit S := L fertig, da die Kurven Cj fiir [ aus einer nichtleeren offenen
Teilmenge von L (beachte die Stetigkeit von ¢) dann selbst schon irreduzi-
bel sind. Im anderen Fall betrachten wir die Additionsabbildungen von Zykeln
(siehe Anschlufl an Satz 2.1.1). Man findet natiirliche Zahlen d, ..., d; so da8

T C Add(Cy4,(F)™ x ... x Cyg,(F)™)

gilt, d.h. alle bis auf eventuell endlich viele der Kurven Cj zerfallen in irreduzible
Kurven der Ordnungen dy,...,d;. Sei nun
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Wir nehmen nun 0.B.d.A. S} als irreduzibel an (andernfalls zerlege man die-
se in irreduzible Komponenten und numeriere neu durch). Man erhilt also
nach Satz 2.2.1 j einparametrige algebraische Familien {K% | s € S/} mit
K% := supp Z, = Z, von irreduziblen Kurven, die wegen der Irreduzibilitit
von F' offene Mengen W; von F' iiberdecken. Nun findet man zu jedem t € T,
jedem ¢ und jeder irreduziblen Komponente C C supp Z; mit C N W; # () ein
si € S} so daB C = K% gilt. Denn ist # € (CNW;)\B # 0 (B abgeschlos-
sen und hochstens nulldimensional), so gibt es wegen « € W; ein s¥ € S} mit
x € K%, Hierzu gibt es ein ¢ € T mit K% C supp Zy. Wegen = ¢ B folgt
aus Lemma 2.3.2 ¢t = ¢'. Da  aus einer nichtleeren offenen Teilmenge von C
gewihlt werden kann, K% bei Abinderung von x aber nur die endlich vielen
irreduziblen Komponenteﬁ von Z; durchlaufen kann, gibt es wegen der Irredu-
zibilitdt der Kurven Kg% und C ein s; mit C = K% (beachte k unendlich da
algebraisch abgeschlossen!).

Daher miissen alle d; =: d und S =: S’ {ibereinstimmen. Mit der algebrai-
schen Familie {K¢ | s € S} (S := 5) folgt dann wegen 6(L) = T, T C
Add(S x ... x S) und S' C C14(F)"" die Behauptung. H

NI

j—mal

Satz 2.3.4. Sei {C;|l € L} ein lineares System von reduziblen Kurven auf
F ohne feste Bestandteile. Dann gibt es zu jedem k € L eine nichtleere offene
Menge U C L, so daff C, N Cy C B (B = Basispunktmenge) fir alle k' € U
gult.

BEWEIS. Sei k € L beliebig und Cy = C} U ... U C die Zerlegung von
Cy in irreduzible Komponenten. Wegen dim B = 0 oder B = () ist M :=
{l € L | dim (C; N Cy) > 1} eine echte, abgeschlossene Teilmenge von L.
Um die Abgeschlossenheit von L einzusehen, betrachte man die Menge A :=
{(z,l) € Cx x L | x € C;} und wende Satz 1.2.2 (b) auf die Einschrinkung
der Projektion prp auf Ay an. Die Mengen L, := {l € L | y € C;} sind
abgeschlossen nach Lemma 2.3.1 und es gilt L, = L <= y € B. Die Menge
K:={yeCy|3j i+#j jmity e CinNCL} ist endlich als Schnitt einer
endlichen Zahl von irreduziblen Kurven. Also ist N := Uycx\p Ly eine echte
abgeschlossene Teilmenge von L. Sei nun k' € U := L\(M UN U {k}) #0. Es
wird nun Cy N Cp C B gezeigt:

Sei dazu G die Verbindungsgerade der Punkte k, k" in L und {C; |l € G} das
lineare eindimensionale Teilsystem (Bischel) von {C;|l € L} mit der Basis-
punktmenge B¢ . Im Fall des linearen Biischels gilt nach Lemma 2.3.2 fiir alle
I,LI'e G C;NCy = Bg. Wegen k' ¢ M ist dim Bg =0 oder B = 0. Nun gibt
es nach Satz 2.3.3 eine algebraische Familie {K,|s € S} von Kurven, welche
auf einer nichtleeren offenen Teilmenge von S irreduzibel sind, so daf} es zu je-
dem [ € G s1,...,5. €S gibt mit C; = K, U... UK, . Weil alle C} reduzibel
sind, mufl r > 2 gelten.

Sei nun x € Cy N Cy = Bg gegeben. Da nun «x fiir alle [ € G in C; enthalten
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ist, muf} es auch in jeder Kurve K, enthalten sein. Dazu siecht man zunéchst
ein, daf jedes K, in hochstens einem () enthalten sein kann. Denn K enthélt
ein 2z € Bg und nach Lemma 2.3.2 gibt es nur ein (), welches dieses enthélt. Ist
nun {K,|s € S} durch I' C P" x S definiert, so folgt card(prp:(z)NI) = co,
also prps(z) NI =z x S, da S irreduzibel und die linke Seite der Gleichung
abgeschlossen ist. _

Damit gibt es wegen r > 2 Zahlen 7,5 € 1,...,7r mit i # j und z € C: N C}.
Man erhélt x € K und schliefilich wegen k' ¢ N z € B. i}

Korollar 2.3.5. Sei F eine irreduzible Fliche im P"™ und UV C P"Y die
Menge aller Hyperebenen H , fiir die H N F irreduzibel ist. Dann ist UY offen
und nichtleer.

BEWEIS. Die Basispunktmenge des linearen Systems {F N H | H' € IP"'}
ist leer. Da aber fiir H;", Hy” € IP™" der Schnitt (F N Hy) N (F N Hy) nicht
leer ist, konnen nach Satz 2.3.4 nicht alle N H reduzibel sein. Damit ist U"
nichtleer. Die Offenheit von U" ergibt sich aus der Stetigkeit der Abbildung
§: IP" — C14(F) aus Satz 2.2.2 und der Offenheit von Ci 4(F)"" . W

Zu den Sitzen dieses Paragraphen vergleiche man [24, S.203ff].

2.4 Haupttangenten und parabolische Punkte

In der Differentialgeometrie interessiert man sich fiir Parameterkurven C' auf
einer Flache F', welche die Eigenschaft besitzen, dafl in jedem Punkt = € C
die Schmiegebene der Kurve mit der Tangentialebene der Fliche in = zusam-
menfillt. Solche Kurven heiflen Asymptotenlinien und ihre Tangenten Haupttan-
genten der Fliche in z. Fiir algebraische Flichen im IP? wollen wir Haupttan-
genten durch den Schnitt zwischen Tangentialebene und quadratischer Polare
definieren.

Definition: Sei F' C IP? eine von einer Ebene verschiedene irreduzible Fliche
und x € F*™. Als quadratische Polare in x an F' bezeichnen wir die Quadrik
mit der Gleichung
3 a2f
). F — iy; =0
Q 'Z_jo o (@),
ij=

in den Unbestimmten y = (yp, ...,ys) wobei F die Nullstellenmenge des irre-
duziblen homogenen Polynoms f € k|xy,...,z3] ist.

27



Sei d := deg F' = deg f. Wendet man das FEulersche Lemma fiir homogene
Polynome auf ng,- an, so gilt fir y =0,...3

@12 @=x

2.
al’j i—0 8%693] (:U)x ( 3)

Anwendung des Lemmas auf f ergibt unter Beachtung von (2.3)

3 82
dd-1fw)= 3 5

i,j=0

(x)z;z;. (2.4)

Da die Korpercharakteristik Null ist und F' keine Ebene ist, gilt daher:
r € (QF)™ und T, F = T,(Q,F). (2.5)

Denn fiir z € Sing (@Q,F) wére die rechte Seite von (2.3) Null. Deshalb ist
entweder T, F C Q,F oder der Schnitt T, F N Q.F zerfillt in Geraden durch
x, die wir nun als die Haupttangenten in  ansehen kénnen. Deren geometrische
Bedeutung erkennt man aus der Taylorformel:

3 3 2
fle+oy)=fe)+ed gi, (@)yi + 0" 32 aing

5 i=0 §,j=0

(w)yiyj + ... (26)

Es sind also diejenigen Geraden durch z, fiir deren Schnitt mit F' x eine min-
destens dreifache Nullstelle ist. Ein Punkt = € F*™ fir den T,F N Q,F in
genau zwei Geraden zerfillt soll nicht parabolisch, alle anderen regulédren Punk-
te aber sollen parabolisch heiflen. Da die Tangentialebenen singularitétenfreier
Quadriken, diese stets in zwei verschiedenen Geraden schneiden, folgt

0*f
al’ial'j

x parabolisch <= h(z) := det (

@:))M =0 (2.7)

=U,...,

Die Flache H := V/(h) heifit Hessesche Fliche von F. Also besagt (2.7):
x parabolisch <= x € F*" N H. Der Durchschnitt F' N H ist entweder ei-
ne Kurve, oder aber ganz F'. Im ersten Fall nennen wir F'N H die parabolische
Kurve von F'.

Um die Frage zu kléren in welchem Fall F' C H gelten kann, betrachten wir die
Abbildung © : F*™ — FV die durch

o o

O(x) := (T, F)' = (axo(:c " B

(z)) (2.8)

definiert und offensichtlich regulér ist. Nach Satz 1.4.1 ist © allgemein glatt,
d.h. T, 0 ist fiir z aus einer nichtleeren offenen Teilmenge U C F*™ surjektiv.
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Die Abbildungsmatrix von 7,0 ist gerade die Hessematrix (siehe Paragraph

1.4)
(2
M= <8a:18:c] ($)> §,j=0,....3 '

.....

Also folgt F C H genau dann, wenn dim O(F*™) = dim FY < 2 und man
erhdlt den

Satz 2.4.1. Fine von einer Ebene verschiedene irreduzible Fldche F' ist ge-
naw dann in threr Hesseschen Fliche H enthalten, wenn alle Punkte von F
parobolisch sind, was wiederum genau dann zutrifft, wenn die duale Varietdt
FY wvon F eindimensional ist.

Diejenigen Flichen F, fiir die dim FY = 1 gilt wollen wir fortan Torsen nen-
nen. Nun werden die Haupttangenten in parabolischen Punkten mit Hilfe der
Abbildung © charakterisiert.

Satz 2.4.2. Sei F eine irreduzible Fliche im P? [ deg F > 1,z € F*™ und
g C T F eine Gerade, die x enthdlt. Dann gilt:

T,0(g) = O(z) = (T,F)" <= g ist Haupttangente im parabolischen Punkt x.

BEWEIS. ‘<’: Sei z parabolisch und g Haupttangente. Nach (2.7) ist die Hes-
sematrix M singuldr. Faft man M als Darstellungsmatrix von @Q,F auf, so
sieht man, dal @Q,F ein Kegel ist, dessen Spitze y wegen g C T,(Q,F) N Q. F
(beachte (2.5)) auf g liegt. Aus = € (Q,F )™ folgt = # y. Fait man nun M
als Abbildungsmatrix von 7,0 auf, so sieht man, daf} alle Geraden durch vy,
insbesondere auch g, auf Punkte aus Tg(,)F"" abgebildet werden. Wegen (2.3)
kann dies im Fall von g nur ©(z) sein.

‘=": Nach der Voraussetzung ist M (als Abbildungsmatrix von 7,0) singulir,
also x parabolisch (2.7). Da g auf einen Punkt abgebildet wird mufl es ein
(gemé&f (2.5) von z verschiedenes) y € g geben mit My = 0. Dann ist y Spit-
ze des Kegels Q,F . Also ist g eine Erzeugende des Kegels und daher wegen
g=T,(Q.F)N QF Haupttangente in z an F (beachte (2.5)). R

Satz 2.4.3. Set C C F N H eine irreduzible Komponente der parabolischen
Kurve von F und fir alle x € C*™ N F*™ ser T,C Haupttangente in x an f.
Dann gibt es eine Ebene E C P?, so dafp C C ContgF gilt.

BEWEIS. Sei K := ©(C). Die Abbildung ©¢csm ist allgemein glatt, also gibt es
ein nichtleeres offenes C' C C*™, so dafl fiir alle z € C' 1,0 : T,C — T K"
surjektiv ist. Nach Satz 2.4.2 ist 7,0 (7,C) = ©(x) und daher dim T, K" =
0 fiir alle 2 € C". Somit ist K nulldimensional (fiir alle EY € (KY)*™ gilt ja
dim Tpv K'Y = dim KV) und irreduzibel (nach Satz 1.2.1 (b), da C' irreduzibel)
also ein Punkt EY im P*". Nun folgt: C C ContgF = 0-1(EY).
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Der folgende Satz wird nur fiir Flichen vierter Ordnung bewiesen, obwohl er
sich recht einfach fiir beliebige Ordnung verallgemeinern 1a8t.

Satz 2.4.4. Sei F eine irreduzible Fliche im P, deg F = 4, dim FY =
und C' = FN H die parabolische Kurve von F'. Ferner sei x € C*™ N F*™ ein
fester Punkt und g die Haupttangente in x an F. Dann gilt:

gCF VvV gnNnF={z} < ¢g=T,C

BewEls. Wihle Koordinaten so, dal z = (1,0,0,0), T,F = V(z3) und g =
V({xq,z3}) ist. Die Gleichung von F' = V(f) ist dann von der Gestalt:

f=xdzs + 2 (aors + r3(ar171 + axmy + azws)) + Touz + Uy (%)

wobei ag,...,a3 € k, us, uq € k[xy, 22, x3] mit degus = 3, deguq = 4 gilt.
Die Koeffizienten von uz bezeichnen wir durch

uz = Z Qiyinis TR TR T
i1+i2+i3=3

Mit M bezeichnen wir wieder die Hessematrix, und mit H = V(h) die Hesse-
fliche von F'.
1. Fall: € H*™ und T, F # T, H
In diesem Fall gilt T,C = T,F N T,H. Seien a,b,c € k mit T,H = V(az; +
bry + cx3). Wegen T,C = V({xs,azx; + bxy + cxs}) geniigt es a = 8‘9—;1(3:) =0
zu zeigen. Aus h = det M ergibt sich mit der Kettenregel:

o & & f
8—%(55) = i]Z:jo(—l) hij () m@) (%)
| B
=:Bijk

wobei h;; die 3 x 3-Unterdeterminanten von h sind, die durch Streichen der
t—ten Zeile und j-ten Spalte entstehen. Man berechnet nun die Hessematrix

00 0 3

100 0 a
M) =10 0 2, a
3(11 a9 Qg

und daraus
—2apa? —6aga; 0 0

| —6apa; —18ay 0 0
(hij(x))i,j:() 3= 0 0 00

0 0 00

Nun ermittelt man die noch fraglichen Zahlen (351 : Boor = 0, Bo1r = 0, Bi11 =
6aso0, Booz = 0, Borz = 0, Bri2 = 2a210, Boos = 6, Bois = 2a1, Bz = 2az01.
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Also ergibt sich aus Gleichung (x%): (a,b,c) = (3aso, @210, @201) . Daraus resul-
tiert folgende Aquivalenzkette: g = T,C' <= asgp = 0 <= f(2¢,1,0,0) =
allllx‘f@gCF V ng: {93}

2. Fall: Gegenteil von Fall 1.

Der zweite Fall tritt in (*) genau dann auf, wenn aggp = 0 und as;9 = 0
ist, denn fiir as;p # 0 oder asgpy # 0 folgt sofort + € H*™ und T,H =
V(3aspoz1 + a210%2 + ago1®3) # T F . Man kann den Fall 2 durch Grenziiber-
gang aus dem ersten gewinnen. Man betrachte die beiden folgenden algebra-
ischen Familien von Flichen: Das lineare System F, := V(A\f + pzozrizy) fiir
z := (A, u) € P! und die Hesseflichen H, zu F,. Fiir F, gilt nun asgp = 0
und as1p = p, so dafl auf diese Flichen der erste Fall angewandt werden kann.
Die parabolischen Kurven C, = F, N H, von F, durchlaufen ebenfalls eine
algebraische Familie von Kurven (dazu schneide man die zu {F, |z € P'} und
{H, |z €IP'} gehérigen Mengen I'1,Ty C IP® x IP'). Nun gilt = € C,*™ fiir
alle z € P' und T,C, = g = T,F, N T,H, fiir alle z # (\,0). Ist nun
{C.]|z€P'} durch T' = I' NIy C IP? x IP' gegeben und sind fi,...,f,
Polynome deren Nullstellenmenge I' ist, so haben die Tangenten T,C, die li-
nearen Gleichungen Y2 g—g(w,z)yi =0 (j=1,...,7) in den Unbestimmten
y;. Fiir z € P"\{(\,0)} ist dann wegen g = T,C, %(x, z) = g—ﬁ(x, z) =0 fir
j =1,...,r. Folglich verschwinden diese Polynome identisch in z und da wir
x € C*™ vorausgesetzt haben, ergibt sich T,C = T,C 0 = g (zum Beweis
vergleiche man [16, S.648]). B

Zu den Ausfiihrungen dieses Paragraphen siehe [4, S.637, 652 u. 665] sowie [16,
S.29].

2.5 Einiges iiber Regelflichen

Die Menge aller Geraden des IP® identifizieren wir im folgenden anstelle der
Chow—Varietit Cy;(IP*) mit der Plickerquadrik im IP°, die wir mit P bezeich-
nen. Es wird daran erinnert, da die Plickerkoordinaten einer Gerade g C IP?
mittels zweier verschiedener Punkte z,y € g durch die 6 Unterdeterminanten
pi; der Matrix A := <$0 1 T2 T ) = <$> berechnet werden, wobei ¢, j fiir
Yo Y1 Y2 Y3 Y

die entsprechenden Spalten von A stehen. Entsprechend der Menge I';; aus

Satz 2.2.1 erhilt man die abgeschlossene Menge Ty := {(z,g) € P*xP |z € g}.
Die Gleichungen von Ty sind: 32 (pijjz; = 0 fir j = 0,...3 und die der
Pliickerquadrik ist: pg1p23 — Po2p13 + Pospi2 = 0. Damit konnen wir fortan alge-
braische Familien von Geraden durch Untervarietdten der Pliickerquadrik defi-
nieren. Andererseits sieht man in Analogie zu Satz 2.1.1 leicht, daf} die Menge
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aller Geraden auf einer projektiven Fliche F' eine Untervarietit der Pliicker-
quadrik P darstellt, die wir mit P(F) bezeichnen wollen (siehe [21, S.63]).
Umgekehrt ist zu einer eindimensionalen projektiven Varietdt S C P die Men-
ge

Fs:={zxcP’|3gec S zcg} (2.9)

eine projektive Fliche, denn mit I's := prp'(S) N Ty sieht man mit Satz 1.2.2
(angewandt auf prp) dim I's = 2 und da Fs = prps(I's) offenbar nicht eindi-
mensional sein kann, liefert derselbe Satz dim Fg = 2.

Als Regelfidchen sollen hier irreduzible projektive Flichen bezeichnet werden,
die mit jedem Punkt eine Gerade durch diesen enthalten. Die Flichen Fg sind
also solche. Die Regelflichen des IP? sind durch die Bedingung dim P(F) > 1
gekennzeichnet. Eine besondere Behandlung der Regelflichen ist hier deshalb
von Interesse, weil fiir sie offenbar stets dim C12(F) > 1 gilt, obwohl durchaus
dim C1 5(F)"" =0 oder sogar C;»(F)"" = sein kann. Daher werden uns die

Regelflichen im Kapitel 3 besondere Miihe bereiten.

Satz 2.5.1. Sei F eine von einer Ebene verschiedene Regelfliche im IP? und
C eine irreduzible Kurve auf F'. Falls C selbst eine Gerade ist, werde voraus-
gesetzt, daf$ jeder Punkt von C auf einer weiteren Gerade von F liegt. Dann
gibt es zu jedem x € F eine Gerade g € P(F) mit x € g und gNC # ()

BEWEIS. Die Menge K¢ := {g € P | gNC # 0} definiert einen Geradenkomplex
(Schnitt von P mit einer abgeschlossenen Hyperfliche im IP°, deren Gleichung
man etwa durch geeignete Substitution aus der zugeordneten Form fs von C
erhilt). Die Menge S := K¢ N P(F) ist eine projektive Varietét, die nach der
Voraussetzung des Satzes mindestens eindimensional ist (durch jeden Punkt
von C gibt es eine von C verschiedene Gerade aus P(F'), die ihn enthilt).
Nun ist aber P(F') genau eindimensional, denn wére dim P(F) > 2, so miifite
F ein Kegel sein und jeder ihrer Punkte eine Spitze davon, was aber nur fiir
Ebenen moglich ist (beachte, da§ durch jeden Punkt von F' in diesem Fall eine
einparametrige Familie von Geraden gehen muf}). Damit ist dim S = 1 und
man kann die oben definierte Fliche Fg (2.9) betrachten. Offensichtlich gilt
Fs C F, und da F irreduzibel ist, folgt Fs = F', wodurch der Satz gezeigt ist.
|

Korollar 2.5.2. Sei F eine Regelfliche im PP® und E eine Ebene mit E #
F'. Dann besitzt die Schnittkurve ENF héchstens eine irreduzible Komponente,
die keine Gerade ist.

BEWEIS. Man kann annehmen, dafl F' keine Ebene ist. Wir nehmen nun zwei
verschiedene irreduzible Kurven C,C' C ENF an, die keine Geraden sind. Nun
gibt es ein ¢ € C\((E N F)\C) und dazu nach Satz 2.5.1 eine Gerade g mit
r€gC F und gNC’'# (. Weil nun g zwei verschieden Punkte von E enthiilt,
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hat man g C E. Das kann aber nur im Fall g C (E N F)\C moglich sein, da C
ja keine Gerade ist und dies wiirde z € (E N F)\C bedeuten im Widerspruch
zur Wahl von z. i

Satz 2.5.3. Sei F eine Regelfiiche im IP® und deg F > 3. Dann ist P(F)
eindimensional und der rein eindimensionale Anteil P(F)' von P(F) irredu-
zibel.

BEWEIS. Daf} die Dimension von P(F') nur im Fall einer Ebene F grofler als
1 sein kann, wurde bereits im Beweis von Satz 2.5.1 bemerkt. Wir nehmen nun
an, daf§ sich P(F)! in r > 2 irreduzible Komponenten C; U...UC, = P(F)!
zerlegen 148t. Da F irreduzibel ist folgt F' = Fg, fiir i = 1,...,r (Bez. geméaf
(2.9)). Fiir j # 1 ist M; := C1\Cj nichtleer und offen in C;. Zu jeder Gerade
g € M; und jedem x € g gibt es eine Gerade h, € C; mit x € h, (da F = F¢;)
und weil fiir zwei verschiedene Punkte z,y € g h, # hy gilt, folgt C; C K,
wobei Ky, := {h € P | gNh # 0} den speziellen linearen Geradenkomplex
mit Leitgerade ¢ darstellt. Die Polarenabbildung = : P> — P°’ beziiglich
der Pliickerquadrik (diese besitzt die Darstellungsmatrix der Pliickerquadrik als
Abbildungsmatrix) bildet P auf PY ab. Sei H, C IP° diejenige Hyperebene,
die dem Punkt 7(g) € IP*" entspricht (H,"” = n(g)). Dann gilt H, = T,P und
aus allgemein bekanntem iiber spezielle lineare Geradenkomplexe folgt K, =
PN H,. Sei D;¥ := n(Cy) und LY die projektive Hiille von D;" (kleinster
Unterraum, welcher D" enthilt). Wenn etwa die s linear unabhéingigen Punkte
Hy,V,...,H," mit g1,...,9s € C; den Raum LV aufspannen, so gilt L :=
LYY = H, N...NH,. Wegen C; C PN H, fiir alle g € C;\C; erhilt man
C; C L und wegen Dy’ C LV ist sicherlich dim LV > 1.

1. Fall: dim LY =1

Dann ist C; = 71(D,") eine Gerade (da 7 Projektivitit). Demnach bilden die
zu C; gehorigen Geraden ein in einer Ebene E C IP? gelegenes Geradenbiischel.
Das wiirde aber E C F' bedeuten, was unmdoglich ist.

2. Fall: dim LY > 3

In diesem Fall folgt dim L = 1, so dafl C; notwendigerweise eine Gerade ist,
und man erhélt denselben Widerspruch wie im ersten Fall.

3. Fall: dim LY =2

Nun ist C; in der Ebene R := 7 (L") C IP° enthalten. Im Unterfall R ¢ P
ist C] ein Kegelschnitt auf P. In diesem Fall siecht man deg F' = 2, da fiir eine
beliebige Gerade h € P der Komplex K} den Kegelschnitt C} enthélt oder in
zwel Elementen schneidet. Wegen F' = F, bedeutet dies aber entweder h C F
oder card(hNF) < 2, woraus mit Satz 2.1.3 deg F' < 2 folgt. Fiir den Fall, da§
R C P gilt, liegen entweder alle Geraden von R in einer festen Ebene E C IP? |
woraus sich abermals der Widerspruch £ C F' ergibt, oder alle Geraden von R
gehen durch einen festen Punkt & € IP*> und F ist folglich ein Kegel mit Spitze
x. Da es nach Voraussetzung auf F' noch eine Gerade [ C F mit = ¢ [ geben
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muf}, sieht man, daff nun die Verbindungsebene von x und [ in F' enthalten
ist (durch jeden Punkt von [ gibt es eine Gerade von C} ), was wiederum nicht
sein kann. i

Es wird an den letzten Paragraphen erinnert, in dem 7Torsen als irreduzible
projektive Flichen des IP? eingefiihrt wurden, deren duale Varietit eine Kurve
im P?" ist.

Satz 2.5.4. Sei F eine Torse. Dann ist der Beriihrort jeder Ebene EV € FY
eine Gerade von F'. Insbesondere ist also F' eine Regelfiiche.

BEWEIS. Die Conormale Varietdt C'F' der Flache F' ist ebenfalls zweidimensio-
nal (vgl. Beweis von Satz 1.6.4). Daher gilt fir alle EY € F¥ : dim ContgF =
1. Also ist {ContgF' | EY € F"} eine algebraische Familie. Betrachte die nach
Satz 2.2.2 existierende Abbildung § : F¥ — C4 4(F). Nach Satz 1.6.3 und 2.2.2
ist d = 1. Aus ContgF = supp Zsgv) folgt nun die Behauptung. Wl

Als néchstes soll gezeigt werden, dafl fiir Regelflichen F' der singulédre Ort
Sing F' stets eindimensional ist. Zur Vorbereitung dient folgendes wichtige Lem-
ma, das auch im weiteren Verlauf so hdufig verwendet wird, dafl nicht jedesmal
Bezug darauf genommen werden kann. Die Schnitte einer Hyperfliche X mit
einer Hyperebene H werden wir des Gfteren als einen Divisor von H auffas-
sen, und zwar auf folgende Weise: Das homogene Polynom f (ohne mehrfache
Faktoren), dessen Nullstellenmenge X ist, induziert auf H einen sogenannten
lokalen Hauptdivisor von H (siehe [21, S.132]). Die Vielfachheiten seiner Kom-
ponenten ermittelt man am einfachsten, indem man Koordinaten so wahlt, daf3
H = V(z,) gilt, und die Vielfachheiten der irreduziblen Faktoren des Poly-
noms fig,—0 := f(¢o,...,Tn1,0) € E[zo,...,Tn 1] betrachtet. Um diesen Di-
visor vom mengentheoretischen Schnitt X N H zu unterscheiden, schreiben wir:
(X N H)% (vgl. Bemerkung 2.1.6). Man erinnere sich an die Definition der
Vielfachheit p,(D) eines Punktes = beziiglich eines Divisors D ((1.2), (2.1)).

Lemma 2.5.5. Sei X eine Hyperfliche und H eine Hyperebene im P™.
Dann gilt fir x € H :
(@) pa(X) < pa((X N H)®)

(b) p(X) < ,ux((XﬂH)di”) — H CIC,F
BewEls. Wihle Koordinaten so, daf$ z = (1,0,...,0) und H =V (z,) ist. Ist
nun X Nullstellenmenge des Polynoms f, so besitzt f die Form (vgl Paragraph
1.5):

f= wﬁn_sgs + xgn_s_lgs+l + ...+ gm
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wobei g; € klzy, ..., z,] homogen vom Grad ¢ sind. Nun entspricht dem Divisor
(X N H)% das homogene Polynom

__ ,.m—s
f|aun:0 =T gs\wn:(] +...+ gm\wnzo

woraus die Behauptung des Lemmas wegen TC,F = V (g,) folgt (beachte, dafl
Js|zn=0 = 0 genau dann gilt, wenn g, von z, geteilt wird). li

Satz 2.5.6. Flir eine Regelfiiche F' mit deg F' > 3 qult dim Sing F' =1 oder
F' ist ein Kegel.

BEWEIS. Sei zundchst F' eine von einem Kegel verschiedene Torse (d.h. es
gilt dim F¥ = 1). Sei ¢ C F eine Erzeugende, d.h. es gebe eine Ebene
E C IP? mit g = ContgF . Da sicherlich FV irreduzibel (wende Satz 1.2.1
auf die Abbildung © aus Paragraph 2.4 an) und daher FY ¢ g¢" ist, gibt
es eine Ebene E'Y € gY\FV. Diese schneidet F in g und einer weiteren
Kurve C' und es gibt einen Punkt z € C N g. Fiir einen solchen gilt aber
pe((F N ENY) = p,(C) + pe(g) > 2. Wire x regulir, so wire E' = T,F
(Lemma 2.5.5) im Widerspruch zur Wahl E'Y ¢ FY. Damit gibt es auf jeder
Erzeugenden von F' einen singuldren Punkt, und da F' kein Kegel ist, folgt
dim Sing F' =1.

Nun betrachten wir den Fall dim F¥ = 2. Es wird wieder die Abbildung
© : F*™ — FY aus Paragraph 2.4 verwendet. Nach Satz 2.4.1 ist U :=
Fs™\(H U© (Sing FV)) offen und nichtleer (H= Hessefliche!). Sei g C F
eine Gerade mit g N U # (. Derartige Geraden bilden eine nichtleere offene
Teilmenge von P(F). Zu x € gN U betrachte man die Ebene E := T, F . Sei
C der Divisor mit (F N E)# = g+ C. Nach Satz 2.1.4 ist deg C > 2. Nun
ist pz(g+C) = 2, denn wire p,(g+C) > 3, so wire T, F in der quadra-
tischen Polaren ), F enthalten (siehe (2.6)), also = parabolisch im Gegensatz
zur Wahl = ¢ H. Daher gilt u,(C) = 2 — pz(g) = 1. Die Tangente T,C ist
von ¢ verschieden, da sie genauso wie g eine Haupttangente ist (siehe (2.6))
und z kein parabolischer Punkt ist. Nun ergibt Satz 2.1.5 (C, g), = 1 und nach
Satz 2.1.4 gibt es wegen deg C' > 2 einen von x verschiedenen Schnittpunkt y
zwischen g und C. Aus (T,F)" ¢ Sing F ergibt sich, daf§ der Beriihrort von
T,F und F gerade z ist und daher liefert Lemma 2.5.5 y € Sing F' (wegen
py((F N E)™) = p,(g) + py(C) > 2). Also enthalten alle bis auf endlich vie-
le Geraden auf F' einen singulidren Punkt, woraus wiederum dim Sing F' =1
folgt. W

Als weitere Anwendung von Lemma 2.5.5 wird schliefilich noch ein Satz an-
gefiigt, den man sehr einfach aus Korollar 2.5.2 erhélt und der im Kapitel 3
zahlreiche Anwendungen findet. Es wird daran erinnert, dafl hier unter einem
Kegelschnitt stets eine irreduzible Kurve zweiter Ordnung verstanden wird. Die
eindeutig bestimmte Ebene des IP?, in der diese liegt, wird als die zugehérige
Tragerebene bezeichnet.
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Satz 2.5.7. Sei F eine Regelfliche vierter Ordnung im P* und Cy C F
sowie Cy € Sing F' ein Kegelschnitt mit Trigerebene E . Dann gibt es (eventuell
iibereinstimmende) Geraden gi,g, C F, so daf (F N E)® = Cy + g, + g2 gilt.

BEWEIS. Angenommen, es wire (F'N E)% = Cy + C} mit einem Kegelschnitt
C}, so ist Cy = C% nach Korollar 2.5.2. Wegen Cy Z Sing F' ist aber auch dies
nicht méglich, denn fiir einen (beziiglich F') reguldren Punkt = € C5 erhilt man
aus der Bedingung p,((F N E)¥) = p,(2C,) = 2 mit Lemma 2.5.5 T,F = E.
Nun existiert eine Gerade g C F' mit € g, da F' eine Regelfliche ist, und es
ergibt sich der Widerspruch g = T,g C T,F = E. Wegen deg (F N E)% = 4
bleibt daher nur noch die im Satz angegebene Moglichkeit tibrig. Il

2.6 Sonstige Hilfssitze

Satz 2.6.1. Sei F eine irreduzible Fliche im IP? mit einer irreduziblen Kurve
C C Sing . F (Bez. siehe 1.5), die aber nicht in Sing, F enthalten ist, fir
ein r € IN gegeben. Dann gilt fir alle v € C*™\Sing, | F (offen in C!):

(TG, F)’ € (T.C),
d.h. TC,F zerfdllt in Ebenen durch T,C .

BEWEIS. Der Nachweis wird durch vollstindige Induktion iiber r gefiihrt. Im
Fall » =1 ist die Behauptung des Satzes sofort klar, da nun TC, F = T, F gilt.
Fiir r > 2 nehme man die Giiltigkeit des Satzes fiir alle s < r —1 an. Zunéchst
sei bemerkt, daf

T, C C 1C,F fiir alle z € C°™ (%)

gilt. Denn das irreduzible homogene Polynom f, dessen Nullstellenmenge F
ist, ist auf Grund von C' C F im homogenen Ideal I(C) enthalten. Schreibt
man fiir z € C*™ das Polynom f in der Gastalt (1.1), so gilt nach Definition
des Tangentenkegels TC,C C V(fs m) = TC,F . Unter Beriicksichtigung von
T,C = TC,C folgt (x).

Sei nun F' und C mit C C Sing . F, C ¢ Sing, F und z € C*™\Sing, | F
gegeben. Da der Satz fir m := deg F' < 2 klar ist (hier gilt stets » = 0, da
F hochstens eine Singularitdt besitzt), kann man m > 2 annehmen und Ko-
ordinaten so wihlen, da$ z = (1,0,0,0) und 7,C = V({zs,z3}) ist. Es folgt
f=ay g, +ah " g1+ ..+ gm mit g; € k[, T2, 73] homogen vom Grad i
und g, # 0 (also TC,F = V(g,)). Es ist zu zeigen, daf nun sogar g, € k[zz, 3]
ist. Nehme zunéchst g—g; Z 0 an.

Mit D bezeichnen wir den zur homogenen Form ngz gehorigen Divisor: D =
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! k;D;, wobei D; Primdivisoren (= irreduzible Flichen) sind. Die Charak-
terisierung (1.2) der Vielfachheiten pu.(X) bleibt, wie schon bemerkt, auch fir
Divisoren des IP" richtig, so daf fiir alle y € C' p,(D) > r —1 und wegen
g—g; # 0 dariiberhinaus

pe(D) =1 — 1= ki f1a(Dy) (%)

gilt (Bemerkung im Anschluff an Gleichung (1.2)). Seien nun s; die eindeutig
bestimmten Zahlen mit C' C Sing, D; und C ¢ Sing, ,,D;. Zunidchst gilt
sicherlich r; > s; fiir 4 = 1,...,l. Angenommen es gédbe ein 7, mit r;, > s;,.
Dann miifite es auch eine nichtleere offene Menge U C C*™ geben, so daf fiir
alle y € U die Vielfachheit pu,(D) kleiner als r — 1 ist (nach (xx)), was aber
bereits ausgeschlossen wurde. Damit gilt r; = s; und s; < r — 1. Nun kann
man fiir ; > 0 die Induktionsvoraussetzung auf die Flichen D; und die Kurve
C anwenden, denn es gilt fiir alle :: z € Sing, D; und = ¢ Sing, ,,D;. Aus
(TC,D;)" C (T,C)" folgt wegen TC,(D,U...UD,) = V(g—g;) zunéchst g—g; €

k[zs,x3]. Auf vollig analoge Weise sieht man g—g; € k[zo, x3]. Nun schreibt

man g, = Mz} + o ‘hy + ...+ h, mit h; € k[zy,z3]. Aus 2 € K[z, xs]

Oz
oder gﬂ% = 0 folgt hy,...,h, 1 € k[z3] und aus derselben Bedingung fiir die
Ableitung nach 3 andererseits hy,...,h, 1 € kl[zs], also hy,...,h, 3 = 0

(beachte, daf die Kérpercharakteristik von & Null ist). Man erhilt g, = h,+ Az}
mit h, € k[zs,z3] und A € k. Aus () folgt nun A = 0 womit der Satz gezeigt
1st. B

Korollar 2.6.2. Sei F eine irreduzible projektive Fliche im P und TV C
FY eine eindimensionale abgeschlossene Untervarietdt der dualen Varietdt von

F. Dann gibt es eine nichtleere offene Menge TV von TV, so daf fiir alle
EY € TV die Enthaltenseinsbezichung ContgF C ContgT gilt (T := TVV).

BEWEIS. Fiir dim FV = 1 folgt TV = FY und die Behauptung ergibt sich
aus der Bidualitit von F. Im Fall dim FV = 2 gibt es eine nichtleere offene
Menge TV C (TV)*™ derart, daB fiir alle EY € TV dim ContzF = 0 und
nach Satz 2.6.1 weiterhin (TCgvFY)" C (TgvT")" gilt. Nun liefert Teil (b)
von Satz 1.6.2 ContgF = (TCgzvF")" und Teil (a) des gleichen Satzes ergibt
(TpvTV)" C ContgT (vgl. auch Beweis von Satz 1.6.3), was zusammengenom-
men die Behauptung des Korollars ergibt. i

Bemerkung: 7' ist eine Torse oder Gerade. Nach Satz 2.5.4 ist daher ContgF
fiir die betreffenden Ebenen E in einer Geraden enthalten.

Satz 2.6.3. Sei {C,|s € S} eine eindimensionale irreduzible algebraische
Familie von irreduziblen ebenen Kurven Cg; mit deg Cy > 1. Dann ist TV :=
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{EVeP* |35 € S: C, C E} eine irreduzible Varietit mit dim TV < 1, die
wir Varietdt der Trdgerebenen von {C|s € S} nennen.

BEWEIS. Sei I C P*” x IP? die Inzidenzrelation: (EY,z) € [ 1= = € E.
Offensichtlich ist [ eine projektive Varietdt. Die Parametervarietdt S sei in
IP™ enthalten und I' C IP? x S die abgeschlossene Menge, durch welche die
gegebene algebraische Familie definiert ist. Betrachte die Varietdt A := (IP3v X
)Nl x8) cC P*' x P? x P™. Da prpsv pm auf A reguldr ist, ist auch
B := prpsv, pn(A) eine Varietdt (Satz 1.2.1 (d)). Nach Satz 1.2.2 ist die Menge
C :={(EY,s) e P*' x S | dim (pr} (EY,s)NA) > 1} abgeschlossen in

P3Y xP™
B, und daher ist mit dem gleichen Argxument wie oben auch DY := prpsv(C)
eine Varietét.
Behauptung: TV = DV.
‘TV 2 DY:Zu EY € D" gibtesein s € S mit dim (prizv . (EY,s)NA) > 1.
Das heifit aber dim (ENC;) > 1 und weil Cj irreduzibel ist, erhilt man Cy C E
also EV € TV.
‘TY C DY'. Zu EY € TV gibt es ein s € S mit C; C E. Demzufolge gilt
dim (pr];,vxlpm(Ev, s)N A) > 1 und folglich EY € DV.
Um dim TV < 1 zu zeigen, wird zunichst bemerkt, daf fiir alle s € S wegen
der Irreduzibilitit von Cy und deg Cy > 1 die Faser prg'(s)N B (in P*” x S)
nulldimensional ist, weil somit C; nur in einer Ebene liegen kann. Da nun die
Parametervarietdt S nach Voraussetzung eindimensional ist, folgt dim B =1
und daraus dim 7V < 1.
Wiire TV reduzibel, so notwendigerweise nach Definition von DY auch C. Da
die Einschrénkung der Projektion prg auf C jedoch injektiv ist, kann dies auf

Grund der Irreduzibilitdt von S nicht sein. i
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Kapitel 3

Klassifikation

Nun wenden wir uns der Klassifikation der Quartiken F, (irreduzible projektive
Flichen des IP® von viertem Grad) zu, welche eine einparametrige algebraische
Familie von Kegelschnitten besitzen, fiir die also dim C;»(Fy)"" > 1 gilt. Un-
ter Kegelschnitten werden stets irreduzible Kurven zweiter Ordnung verstan-
den. Das Symbol Fj; verwenden wir durchgehend fiir irreduzible Fléchen des
IP?, falls es notig ist, ihre Ordnung d hervorzuheben, wihrend die irreduziblen
Kurven des dreidimensionalen Raumes durch Cj bezeichnet werden. Falls klar
ist, um welchen Grad es sich handelt oder wenn dieser unwichtig ist, schreiben
wir allerdings kurz: F' bzw. C. Bei der Verwendung des Begriffs Quartik soll
auch durchweg angenommen werden, daf3 es sich nicht um einen Kegel handelt.
Man sieht ndmlich leicht, daf letztere iiberhaupt keine Kegelschnitte enthalten,
und daher in dieser Klassifikation generell ausscheiden (Ebenen, welche die Ke-
gelspitze nicht enthalten schneiden in einer irreduziblen Kurve 4. Ordnung, die
tibrigen aber in lauter Geraden durch die Spitze).

Im ersten Paragraphen des Kapitels werden diejenigen Quartiken behandelt, die
hochstens isolierte Singularititen besitzen, d.h. fir die dim (Sing F') = 0 oder
Sing ' = () ist. Es wird sich dort zeigen, daf in letzterem Fall keine derartigen
Quartiken existieren, wahrend es zwei Typen mit isolierten Singularitidten gibt.
Darauf wird eine Einteilung der Quartiken mit eindimensionalem singuldrem
Ort vorgenommen. Entsprechend dieser Einteilung werden anschlieffend die Di-
mension von Cj2(F)"" und — soweit moglich — die Zahl der irreduziblen
Komponenten davon ermittelt. Eine grofle Hilfe hierbei wird die Klassifikations-
methode von C. Segre sein, bei der Quartiken als Projektion einer Schnittfliche
von zwei Quadriken des IP* von einem nicht auf dieser gelegenen Punkt auf
eine Hyperebene dargestellt werden. Die allgemeinen Aspekte dieser Methode
werden in Paragraph 3.4 behandelt.
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3.1 Quartiken mit hochstens isolierten Singularititen

In diesem Paragraphen sei {K;|s € S} stets eine einparametrige algebraische
Familie von Kegelschnitten, die auf der Quartik F' liegen. Nach Satz 2.2.2 und
Satz 1.2.1 (¢) konnen wir 0.B.d.A. S C 01,2(F)m und S als irreduzibel anneh-
men. Nach Satz 2.6.3 ist die Menge TV C P?" der zugehorigen Trégerebenen
eine eindimensionale irreduzible Varietdt. Die (abgeschlossene) Inzidenzrela-
tion I := {(z,EY) € F xTY | x € E} definiert die algebraische Familie
{FNE|EY €T} der ebenen Schnitte von F mit Ebenen aus TV .

Satz 3.1.1. Falls die Quartik F' hichstens isolierte Singularititen besitzt, so
gibt es eine nichtleere offene Teilmenge TV C TV, derart dafs fiir alle EY € TV
der Schnitt FF N E aus zwei Kegelschnitten Kr und Rg besteht, von denen
natirlich zumindest einer (0.B.d.A. Kg ) zur Familie {K,|s € S} gehort.

BEwEIS. Nach Definition der Menge T enthilt jeder Schnitt F N E fiir eine
Ebene EY € TV einen Kegelschnitt K € {K, | s € S} . Die ‘Restkurve’ Rg :=
F N E\Kp ist fiir Ebenen aus einer nichtleeren offenen Teilmenge von 7" auch
tatsdchlich eine solche, d.h. nichtleer, und wir kénnen 0.B.d.A. annehmen, daf}
TV bereits auf diese Untervarietit verkleinert worden ist. Denn im Fall Rg = ()
berechnet man fiir * € Kg: p,((FNE)®) = p,(2Kg) = 2. Nach Lemma
2.5.5 gilt daher wegen Kp ¢ Sing F' notwendigerweise Ky = ContgF . Weil F
nach Satz 2.5.4 und 2.5.6 sicherlich keine Torse ist, kann dies nach Satz 1.6.4
nur fiir endlich viele Ebenen eintreten.

Wir nehmen nun an, dal Ry fiir alle Ebenen EY € TV reduzibel ist.

1. Fall: Ry ist fiir alle Ebenen aus T eine Gerade gg.

Der Divisor (F N E)# ist von 4. Grad. Daher gilt (F N E)® = Ky + 2gg,
woraus pg((F N E)¥ ) > 2 fiir alle z € gp resultiert. Wegen gy ¢ Sing F'
heiflit das aber nach Lemma 2.5.5 gg = ContgF und dies kann, da F' keine
Torse ist, nur fiir endlich viele Ebenen eintreten (Satz 1.6.4). Also ist der erste
Fall nicht moglich.

2. Fall: Es gibt eine nichtleere offene Menge v C TV so, dafl Rg aus zwei
verschiedenen Geraden gg, hg besteht.

Wiirde es nur endlich viele Geraden auf F' geben, so auch nur endlich viele
Ebenen, die zwei verschiedene Geraden von F' enthalten. Demnach mufl F' eine
Regelfliche sein, was abermals Satz 2.5.6 widerspricht. i

Nun kann man 0.B.d.A. annehmen, dafl die Parametervarietit der algebraischen
Familie {K,|s € S} hinreichend verkleinert ist, so daf§ fiir die zugehorige
Varietit TV die Restkurve Rp stets ein Kegelschnitt ist. Um den zentralen
Satz dieses Paragraphen zu beweisen, benotigen wir einige Lemmata. Zunéchst
beschéftigen wir uns dabei mit dem Fall, daf} es einen Punkt x € F' gibt, der fiir
alle £V € TV im Schnitt Kz N Rg enthalten ist. Ein solcher Punkt ist wegen
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pz((F N E)¥) =2 gemif Lemma 2.5.5 singulér fir 7. Wihlt man x als er-
sten Koordinatengrundpunkt Ay, also = (1,0,0,0), so erhélt das irreduzible
homogene Polynom f, dessen Nullstellenmenge F' ist, die Gestalt:

f = hus + 2zouz + uy (3.1)

wobel ug, uz, uq € k[z1, T, 23], us Z 0, homogen von den Graden 2, 3 bzw. 4
sind. Die Diskriminante der Gleichung A?us + 2Aus + us = 0 beziiglich \ ist
u = uguy — uj. Den Kegel UK,F := V(u) nennt man den Umrifkegel von
xz an F (siehe [2, S.24]). Die Erzeugenden dieses Kegels sind genau diejenigen
Geraden durch z, die F' in hochstens einem weiteren Punkt schneiden (und zwar
mit 2—facher Vielfachheit), oder ganz auf F liegen. In den folgenden Sitzen und
Lemmata bezeichnen wu;, v;, w; stets homogene Formen der Grade ¢ und f sei
das (bis auf einen skalaren Faktor eindeutig bestimmte) irreduzible homogene
Polynom, dessen Nullstellenmenge F' ist.

Lemma 3.1.2. Der Punkt x € F sei fir alle EY € TV im Schnitt Ky N Rg
enthalten und es sei stets T,Kgr = T,Rg =: gg. Ferner set TC,F irreduzibel.
Dann kann man Koordinaten so wéihlen, daff x = (1,0,0,0),

f = (zo +u1)2u2 + ug mit uy, us, uy € k[zy, T2, T3],

TC,F = V(ug) und UK, F = TC,F UV (u4) gilt.

Bewels. TC,F = V(uy) ist ein irreduzibler quadratischer Kegel. Zunéchst ist
ENTCF = gg, also (EN TC,F)¥ = 2gp fiir alle EV € T". Denn gp ist
jweils die einzige Gerade in der Ebene E, fiir deren Schnitt mit F' der Punkt
x mindestens dreifache Nullstelle ist, und hierdurch sind die Erzeugenden von
TC,F gerade gekennzeichnet. Da nun EV € (TC,F)" fiir alle Ebenen aus T
folgt, erhidlt man TV = (TC,F)". Nun ist x aber fiir den Schnitt gz N F
sogar vierfache Nullstelle und da die gg nun alle bis auf hochstens endlich viele
Erzeugenden von T, F' durchlaufen, folgert man, dafl die Form u, aus Gleichung
(3.1) us teilen muB. Dazu betrachtet man gp durch die Parameterdarstellung
z =1(1,0,0,0) + 0(0,91,y2,93) (0 € k) gegeben und beachte, dal in f(z) die
Koeffizienten sowohl von ¢® als auch von ¢®, also uz(y1, 2, y3) und usz(y1, y2, y3)
verschwinden miissen. Daher gilt nicht nur gg C V(u2) sondern auch gg C
V(u3) und es folgt TC,F =TV  C V(us). Hieraus ergibt sich fiir f die Form:
[ = zius+2xguius+vy mit uy, uz, vg € k[, T, 73] . Setzt man uy 1= vy—ugu?,
so gilt UK,F =V (uau4), und es folgt die Behauptung. [l

Lemma 3.1.3. Der Punkt x € F sei fiir alle EY € TV 4m Schnitt Kg N Rg
enthalten und es sei stets 1, Kg = T,Rg =: gg. Ferner set TC,F reduzibel
und es gebe By’ EyY € TV mit gg, # gr,. Dann kann man Koordinaten so
wdhlen, daff © = (1,0,0,0),

f = (zoxs + uz)?® + ug mit uy,uy € k[z1, T2, T3],

TC,F =V(x3) und UK, F = TC,F UV (u4) gilt.
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BEwELs. TC,F zerfillt in ein oder zwei Ebenen. Wie im Beweis von Lemma,
3.1.2 sieht man E N TC,F = gg fiir alle EY € TV. Da nun gg, # gg, ist,
muf} der Tangentenkegel 7TC, F' mit der Verbindungsebene der beiden Geraden
g, und gg, iibereinstimmen. Die Grundpunkte des Koordinatensystems seien
Ap, ..., As. Es ist bereits © = Ay gewéhlt. Die Punkte A;, As konnen jedoch
noch in die Ebene TC,F gelegt werden, so dafl TC,F = V(x3) gilt. Wie im
Beweis des obigen Lemmas sieht man, daf8 die Form w3 aus (3.1) von x3 geteilt
werden muf}, und man erhélt fiir f bei geeigneter Normierung des Koordina-
tensystems: f = x3z2 + 2zow3us + vy mit uy,v4 € k[ry, To, w3]. Setzt man
ug := vy — u3, so folgt die Behauptung. il

Lemma 3.1.4. Der Punkt v € F sei fir alle EY € TV der einzige ge-
meinsame Punkt von Kg und Rg und es setv T, Kg = T,Rg =: g eine

von E unabhdngige feste Gerade. Dann kann man Koordinaten so wéihlen, dafs
z=(1,0,0,0),

f = (23 + 22021 + u2)? + ug mit uy, ug € k[z1, T2),
TC,F =V(xy), g =V({x1,22}) und UK, F = TC,F UV (uyg) gilt.

BEWwEIS. Wie im Beweis der beiden vorigen Lemmata gilt TC, F' N E = g fiir
jede Ebene EV € TV C ¢g". Daran erkennt man, da$ TC,F in Ebenen durch g
zerfillt. Nun gilt aber auch UK,F NE = g fiir alle Ebenen aus 7. Denn gébe
es eine Gerade h C UK, F N E, h # g, so wiirde diese Kr U Rp in genau zwei
Punkten schneiden (siehe Charakterisierung des Umrifikegels) und man hitte
einen Widerspruch zur Voraussetzung KgNRg = {z}. Also zerfillt auch UK, F
in Ebenen durch g. Wihlt man den Koordinatengrundpunkt As € g\ Ay, so gilt
g =V ({z1,22}) und man hat zunéchst:

f = x3vy + 2xpvs + vg mit vy € k[, 7o) und vs, vy € k[zy, T2, T3]

Wegen Az € g C V(vs) 148t sich vs schreiben als vz = z3u; + T3uz + uz mit
u1, Uz, uz € k1, Ts] . Die Form vy besitzt eine Darstellung vy = Azj + z3w; +
T2wy + T3ws + wy mit w; € klry, zo] fir i =1,2,3,4, A € k. Wére A =0, so
wiirde Az € F im Widerspruch zu ¢ N F = {z} und A3 € ¢g\{z} folgen. Man
kann daher 0.B.d.A. A = 1 annehmen. Da der Umriflkegel in Ebenen durch
g zerfillt, mufl die Form wvyvy — v2 aus k[zy, x| sein. Daraus folgt nun durch
Koeffizientenvergleich beziiglich 3 : vy = u%, VoW = 2U Us, VaWo = U%+2U1U3
und vews = 2uguz. Wegen vy #Z 0 gilt u; # 0 und man erhélt: 2uy = uyw;

_ 1,2 _ 2 1 1 1,2
und 2uz = uy(wy — gwi), also vz = uy (23 + z23w; + 5(w2 — gwi)). Nach der
Koordinatentransformation z} := z3 + iwl erreicht man v3 = uy (2§ + t2) mit
ty 1= %w2 — %wf € k[z1,xs]. Bei der Koordinatentransformation bleiben A,

und Aj fest. Legt man nun den Koordinatengrundpunkt A, in den Schnitt
TC,F NV (%) (und 148t die Striche in der Bezeichnung wieder weg), so erhélt
man u; = x7 also f = z3z? + 2woxy (23 + t2) +vs = (zox1 + 23 +t2)* + ua, wobei
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ug = vy — (23 + t2)% € klzy, 32|, da wduy = vovy — v3 € kw1, ] gilt. Durch
geeignete Umnormierung des Koordinatensystems folgt die Behauptung. li

Lemma 3.1.5. Der Punkt x € F sei fiir alle EY € TV einer von hochstens
zwetr Punkten aus Kg N Rg und es sei stets T, Kg = T,Rg =: gg. Ferner set
der Abschluff TV der Varietit der Trigerebenen keine Gerade in P’ . Dann
gilt mit den Bezeichnungen K := UK,F\TC,F und T := v fiir den Kegel
K:

(a) deg K =1 falls T € K,

(b) deg K <2 falls T C K.

BEWEIS. Nimmt man das Gegenteil der Behauptung an (deg K > 1 falls
T ¢ K und deg K > 2 falls T C K), so gibt es zunéchst eine nichtleere
offene Teilmenge TV C TV, so dal zu jeder Ebene E aus TV die zugehori-
ge Gerade gp keine Erzeugende von K ist (beachte gg C TC,F ¢ K) und
E N K mehr als eine Erzeugende von K erhilt. Denn wiirden alle EV € TV
den Kegel K in nur einer Erzeugenden schneiden, so wiirde im Fall, daff K
irreduzibel ist, E lings dieser beriihren, woraus TV = KV, also T' = K folgt,
und man kann sich auf den Fall (b) beschrénken. Fiir eine Ebene G # = wére
dann C := K N G eine irreduzible ebene Kurve mindestens dritten Grades,
deren sdmtliche Tangenten sie mindestens dreifach beriihren. Betrachtet man
die ‘Hessekurve’ H dieser Kurve (definiere diese analog zur Hessefliche einer
Flache in Paragraph 2.4), so sieht man an Gleichung (2.6) (nach Modifikation
fiir den zweidimensionalen Fall), daf C' C H gilt. In Analogie zu Satz 2.4.1
wire CV nulldimensional, folglich auch K. Damit wiirde dim 7V = 0 im Wi-
derspruch zu unserer Voraussetzung gelten.

Ist K reduzibel, so stimmen unter der Annahme, dafl £ N K stets nur eine
Gerade ist, wegen deg TV > 1 alle irreduziblen Komponenten von K auf einer
einparametrigen Familie von Geraden durch x {iberein, so daf sich ein Wider-
spruch zur Reduzibilitdt von K ergibt.

Also liegen in jeder Ebene EY € TV mindestens zwei von g verschiedene,
auf K gelegene Geraden durch z, die (weil sie Erzeugende des Umrifikegels
sind) Kp U Rg je in nur einem von z verschiedenen Punkt schneiden. Dies
miissen aber Schnittpunkte von Kg und Rpg sein, also card(Kg N Rg) > 3 im
Widerspruch zur Voraussetzung. i

Lemma 3.1.6. Die Varietdt T der Trdigerebenen sei in der dualen Varietit
FV von F enthalten. Weiter sei C' := O }(T") (Bez. sieche (2.8)) und C die
parabolische Kurve von F (siehe Paragraph 2.4). Dann gilt: dim (C'NC) = 0.

BEWEIS. Angenommen es, gidbe eine Kurve C" C C' N C, die wir 0.B.d.A. als
irreduzibel betrachten kénnen. Zu z € C" sei E, := T,F . Da x parabolisch
ist, stimmen die Haupttangenten in z iiberein, d.h. ¢, := T, Kg, = T, Rg, .
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Nun sind Kg, und Rp, Kegelschnitte also g, N F' = {z}, woraus nach Satz
2.44 g, = T,C" fiir alle x € C" folgt. Nach Satz 2.4.3 ist somit EY := 0(C")
eine einzige Ebene mit C” C ContgF' . Nach unseren Voraussetzungen iiber
TV (siehe Anschluf an Satz 3.1.1) gilt nun aber EY ¢ TV im Widerspruch zu
c'cd'. i

Satz 3.1.7. Die Quartik F besitze hochstens isolierte Singularitdten (d.h.
Sing F' = () oder dim Sing ' = 0) und eine einparametrige algebraische Fa-
milie von Kegelschitten {K; | s € S} . Dann laft sich die Gleichung von F auf
eine der beiden folgenden Formen transformieren:

f = (2zoxs + up)® + r122(21 + 22) (21 + a22) = 0 (3.2)
mit a # 1,0 und uy € klzy, z3] oder
f = (23 + 2zoz1 + u)® + a1 + T2) (21 + a2) (21 + bx2) =0 (3.3)

mit a # 1,b # 1 und a # b sowie uy € klxy,z2]. Alle Ebenen von TV gehen
durch die Gerade g := V({z1,z2}). Im Fall von (3.2) besitzt F zwei singuldre
Punkte auf g ((1,0,0,0) und (0,0,0,1)), in welchen sich die beiden Kegel-
schnitte Kg und Rg (gemdfl Satz 8.1.1) fiir alle Ebenen aus T" berihren, und
eventuell zwei weitere Singularititen. Im Fall von (3.3) gibt es genau eine Sin-
gularitit * = (1,0,0,0) auf F. In dieser berihren sich die Kegelschnitte Kpg
und Rg fir simtliche Ebenen E. Weiterhin ist x der einzige Punkt tm Schnitt
Kg N Rg und die Tangente T,Kg = T,Rg ist die von E unabhdingige Gerade

9=V ({z1,72}).

BEWEIS. Behauptung 1: Es gibt eine nichtleere offene Teilmenge TV C TV mit
der Eigenschaft, daf fiir alle EY € TV card(Kg N Rg) < 2 gilt.
Der Beweis der Behauptung 1 verwendet des o6fteren

KgpNRg C (ENSing F)U ContgF, (%)

was nach Lemma 2.5.5 gilt. Sei Sing F' = {z1, ..., 2,}. Von den Schnittpunkten
zweier Kegelschnitte sind keine drei kollinear. Somit kénnen hochstens zwei der
Punkte (0.B.d.A. seien dies zj,z3) Schnittpunkte von Ky und Ry fiir alle
Ebenen von TV sein.

1. Fall: TV C 21V N2V

Sei g die Verbindungsgerade von 2z; und zy. Es gilt TV C ¢". Es gibt nun
eine nichtleere offene Menge TV C TV, so daB E N Sing F = {z1,22} und
ContzF C g = TV' (Korollar 2.6.2) fiir alle Ebenen EY € TV gilt. Aus
gNF ={z,2} und (%) folgt Behauptung 1.

2. Fall: TV C 2,Y und TV € 25"

Sei T :=TV'. Es gibt nun eine nichtleere offene Teilmenge TV C TV mit der
Eigenschaft, da$ fiir alle Ebenen EY € TV die Beziehungen E N Sing F = {z}
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und ContgF C ContgT (Korollar 2.6.2) gelten. Da T ein Kegel mit Spitze z;
oder eine Gerade ist, mul ContgT eine Gerade durch z; sein. Damit enthélt
ContgF' hochstens einen von z; verschiedenen Punkt, da die Schnittgleichung
einer Gerade durch z; mit F' nur zwei von z; verschiedene Losungen besitzt,
die hier zusammenfallen miissen. Zusammen mit (%) folgt wieder Behauptung
1.

3. Fall: TV ¢ 2 und TV ¢ 25"

Uber T :=TV" wei man in diesem Fall lediglich, daf} es sich um eine Torse oder
eine Gerade handelt. Auf jeden Fall gibt es wieder eine nichtleere offene Menge
TV C TV, deren Ebenen E keine Singularitit von F' enthalten. Schnittpunkte
von Kr und Rgp kann es daher nur im Beriithrort ContgF geben, und da
eine nicht auf F' gelegene Gerade hochsten in zwei Punkten beriihren kann
(deg F' = 4), erkennt man mit Hilfe der Bemerkung im Anschluf§ an Korollar
2.6.2 die Giiltigkeit von Behauptung 1, die damit gezeigt ist.

Wir nehmen 0.B.d.A TV = TV an. Den Sétzen 2.1.4 und 2.1.5 zufolge gibt
es nun zu jeder Ebene EY € TV ein ¢y € KgN Rg mit T,, Kg = T, Rp,
da bei nur zwei Schnittpunkten mindesten einer doppelt zdhlen mufl. Nach
Lemma 3.1.6 kann man (eventuell nach abermaliger Verkleinerung von 7)
rp € Sing F' annehmen, da andernfalls T, F = E und T,,Kg sowie T,,Rg
Haupttangenten in xp wéren, also zp parabolisch. Damit ist card(z¥ NTY) =
oo fiir ein € Sing F' und da TV irreduzibel ist, gilt TV C z¥. Also gibt es
ein z € Sing F' mit x € KgNRg und gg := T,Kg = T, Rg fiir alle EV € T".
Daher konnen die Lemmata 3.1.2 bis 3.1.5 angewandt werden.

Behauptung 2: TC,F ist reduzibel und deg TV = 1.

Zum Beweis der Reduzibilitit nehmen wir das Gegenteil an und verwenden
die Gleichung nach Lemma 3.1.2. Dort gilt fiir den Kegel K aus Lemma 3.1.5
K = V(uq), weil TC,F = V(us) C V(uq) die Reduzibilitdt des Polynoms f
zur Folge héatte. Im Beweis von Lemma 3.1.2 wurde bereits 7' := TV = 1C. F
gezeigt. Daher ist insbesondere deg 7V > 1 und nach Lemma 3.1.5 K eine
Ebene. Folglich gibt es eine homogene lineare Form v, € k[z, g, x3] mit ug =
v}. Betrachtet man die Ableitungen von f, so erkennt man nun, dafi Sing F'
die Gerade V ({z¢ + u1,v1}) enthilt, im Widerspruch zu dim Sing F' < 1.
Wir nehmen nun an, daf§ 7" nicht offene Teilmenge einer Gerade des P?" ist.
Die Gerade gg ist dann sicherlich nicht konstant (unabhéngig von E') und man
kann die Gleichung nach Lemma 3.1.3 verwenden. Hierin wird das Polynom wu4
nicht von z3 geteilt, da sonst die Kurve V ({z3, zoz3+us}) in Sing F' enthalten
ware. Falls w4 nicht einmal von z3 geteilt wird, gilt K = V(u4) und Lemma
3.1.5 liefert deg K < 2, also uy4 = v2 mit einem geeigneten homogenen Polynom
vy zweiten Grades. Dann wird aber f reduzibel und es bleibt nur noch der
Fall uy = wx3vs zu betrachten, wobei K = V(v3) gilt. Wiederum hat man
laut Lemma 3.1.5 deg K < 2, also vz = v%wl. Das fiihrt auf die in Sing F’
enthaltene Kurve V({vy, zor3 + u2}). Damit ist Behauptung 2 gezeigt.
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Sei nun ¢ := TV'. Wihlt man die Koordinatengrundpunkte Ay := = und
Az € g\{Ap}, so gilt g = V({z1,22}). Nun zerfillt K in Ebenen durch g. Im
Fall, dafl gz = g fiir alle Ebenen aus T gilt, ist dies bereits durch Lemma 3.1.4
klar (beachte, daf§ die Voraussetzung Kr N Rr = {z} des Lemmas hier wegen
ContgF C g (Korollar 2.6.2) und (*) automatisch erfiillt ist). Im anderen
Fall géibe es sonst eine nichtleere offene Menge TV C TV derart, daf} jede
Ebene E aus TV den Kegel K in einer von g und gg verschiedenen (beachte
gr C TC,F ¢ K ) Geraden hg schneidet, welche wegen dim Sing F = 0 und
K C UK,F die Quartik F' auflerhalb von g beriihren muf}. Dies widerspricht
aber ContgyF C g, was nach Korollar 2.6.2 gilt. Demnach gilt K = V' (v) mit
einem v € k[xy, x5 .

Betrachte zunéchst den Fall gemafl Lemma 3.1.3: Nun gilt UK, F' = TC, FUK =
V(ziv) = TC,F UV (ug) = V(z3uq) also uy = z§v mit v € k1, z2] . Wie oben
sieht man, dafl :c% die Form u4 nicht teilt und es bleiben die Mo6glichkeiten u, =
T3vs mit v3 € klzy, ] oder ug € k[xy, x5 iibrig. Die Gleichung von F' (Lemma
3.1.3) lehrt nun, daf auf g ein weiterer von z verschiedener singulirer Punkt
von F' liegt, den man daher als neuen Koordinatengrundpunkt Az wéhlen kann.
Dann ist zunichst uy = xzuy + vy mit uy, vy € kfz1, ], woraus man TCy, F =
V(zo+u) erkennt. Legt man die Koordinatengrundpunkte A;, A, in die Gerade
h = TCyu, F N TC4, F , so ergibt sich TC4, F' = V(xp) und man sieht Ty, K =
Ta,Rr = ENV(xs), sowie Ty,Kgp = Tsa,Rg = E N V(xy). Betrachtet man
nun speziell A; = hN E, dann gilt E = V(23) und Kg sowie Rg besitzen
neben xy = 0 Gleichungen der Art

;x4 Biwors =0 i=1,2. (%)

Im Fall uy = x3v3 kann man A; beliebig in der nichtleeren offenen Menge
h\K wihlen, also insbesondere so, dal A; € E mit EY € TV und vz =
Azd 4+ ... mit A € k, A # 0 gilt (A = 0 bedeuted A; € K). Man erkennt
dann, dal £ N F' iiberhaupt kein derartiges Kegelschnittpaar besitzen kann,
da zwar f(zg,z1,0,z3), nicht aber ein Produkt von zwei Polynomen der Form
(xx), den Term x3z? enthilt. Damit ist uy € k[z;, 5] notwendig und durch die
Umnormierung xo = 2z, erhilt f zunichst die Form: f = (2z{z3 + us)? + ug
mit ug, ugy € k[zy,z2]. An dieser Gleichung erkennt man nun, daf§ alle Ebenen
EY € g¥, die nicht durch die Schnittpunkte von h und F gehen, ein Paar von
Kegelschnitten aus F' ausschneiden. Diese beriihren sich in den beiden Punkten
Ay und Ajz. Denn falls E = V(az; — bzy) und 0.B.d.A. b # 0 ist, so erhélt
man fiir die Projektion von F'N E vom Punkt A, auf die Ebene V(z3) (neben

zy = 0) die Gleichung (substituiere x5 = %2 und multipliziere mit b*):

(2b%zox3 + (ua(b, a) + iy/uq(b, a))x?)(26%zozs + (uz(b, a) — iy/uq(b,a))z?) =0,
wobei ¢ die Wurzel aus —1 in k bezeichnet.

Zerfillt K in die vier Ebenen Ej, ..., E3 mit E;” € ¢V, i =0,...,3, so schnei-
det jede von den FE; verschiedene Ebene E durch g die Quartik offenbar sogar
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in zwei verschiedenen Divisoren 2. Grades, von denen im Fall ENF Nh # ()
immerhin einer, im Fall E N F N h = (, welcher fiir alle bis auf héchstens
vier Ebenen eintritt, sogar beide Kegelschnitte sind. Daher kann eine Kurve
singuldrer Punkte von F' hochstens in einer der Ebenen E; liegen. Da F' eine
solche nicht besitzen soll, ist card{Ey", ..., F3'} = 4 notwendig. Legt man nun
die Koordinatengrundpunkte A;, As in h N E; und h N E;, so erhdlt man bei
geeigneter Normierung des Koordinatensystems Gleichung (3.2). Eine Betrach-
tung der Ableitungen von f liefert nun E;NSing F' = {Ay, A3} fiir i =0,...,3.
Daher kann es von Ay, A3 verschiedene singuldre Punkte hochstens auf h ge-
ben, da dies auch fiir die Schnittkurven mit Ebenen £ ¢ K durch ¢ gilt, und
dies konnen nicht mehr als zwei sein (h ¢ F').

Wir wenden uns nun dem Fall zu, in dem alle Geraden gg mit g iibereinstim-
men. Nun kann die Gleichung gemifl Lemma 3.1.4 verwendet werden. Ganz
analog zu obiger Uberlegung sieht man, daf alle Ebenen EY € ¢ die Quar-
tik F' in zwei Kegelschnitten schneiden, die entweder identisch sind oder de-
ren einziger gemeinsamer Punkt der Beriihrpunkt z ist (und in dem sich die
beiden Kegelschnitte 4-fach beriihren). Ersteres tritt genau fiir die Ebenen
Ey, ..., E;5 auf, welche wieder die irreduziblen Komponenten des Kegels K =
V' (u4) sind. Auch hier erkennt man, daf fiir die Giiltigkeit von dim Sing ' =0
card{Ey, ..., E3} = 4 sowohl notwendig als auch hinreichend ist. Daher kann
man unter Berticksichtigung des Umstandes, dafl der Koordinatenpunkt A,
nicht mehr frei gewédhlt werden kann (siehe Lemma 3.1.4), f auf die Gestalt
(3.3) transformieren. Ahnlich wie bei obiger Uberlegung sieht man, da = die
einzige Singularitdt von F' ist, weil dies auch fiir alle ebenen Schnitte durch g
gilt. Damit ist Satz 3.1.7 bewiesen. i

Fiir die beiden nach diesem Satz existierenden Quartiken mit isolierten Sin-
gularitdten und einer einparametrigen Familie von Kegelschnitten wollen wir
die Typenbezeichnungen (j1) und (j2) einfithren entsprechend den beiden Glei-
chungen (3.2) und (3.3). Sie werden als Quartiken mit Selbstberihrungspunkten
bezeichnet. An dieser Stelle sei bemerkt, da8 die Flachen (j1) bereits von Mey-
er ([15, S.1572 u. 1672]) als Quartiken mit einer Familie von Kegelschnitten
erkannt wurden. Der Typ (j2) wird hier jedoch iibersehen. Von Jessop ([12,
S.134]) wird diese Liicke geschlossen. Jedoch wird auch hier nicht der Beweis
erbracht, dafl damit alle Quartiken mit hochstens isolierten Singularitdten und
einparametriger algebraischer Familie von Kegelschnitten gefunden sind.

Satz 3.1.8. Fir eine Quartik F der Typen (j1) und (j2) ist Cyo(F)™" irre-
duzibel und eindimensional.

BEWEIS. Nach Satz 2.3.3 bilden die Kegelschnitte auf F', die in Ebenen des
Biischels ¢g¥ liegen eine einparametrige irreduzible algebraische Familie von Ke-
gelschnitten. Es ist daher nur zu zeigen, dafl jeder Kegelschnitt auf F' unter
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diesen vorkommt. Dies ist recht einfach: Mit Ey, ..., F5 bezeichnen wir wieder
die vier verschiedenen Ebenen mit EyU ... U E3 = K = V(u4), die den vier
linearen Faktoren des rechten Summanden in der Gleichung von F' entspre-
chen. An den Gleichungen (3.2) bzw. (3.3) erkennt man, dafl diese die Fliche F'
langs der Schnittkurven beriithren. Aus dem letzten Beweis wissen wir bereits:
E;N Sing F = {Ap, A3} im Fall des Typs (j1) und E;N Sing F' = {Ap} im Fall
von (j2). Sei nun C' ein Kegelschnitt auf F' mit Trigerebene E 7 g. Keine der
vier verschiedenen Geraden g; := E;NE enthilt einen von Ay, A; verschiedenen
singuldren Punkt von F', aber jede geht durch den Punkt ENg. Fiir jeden von
Ay, As verschiedenen Schnittpunkt y; € g; N C gilt daher T,,C C T,,F = E;,
also T,,C = g;. Da die duale Varietdt eines Kegelschnitts (aufgefaft als ebene
Kurve) wieder ein solcher ist, kann C aber keine vier kopunktalen Tangenten
besitzen und man mufl die Annahme g ¢ E verwerfen. li

3.2 Einteilung der Quartiken mit eindimensionalem sin-
gulidren Ort

In diesem Paragraphen wird eine Einteilung der Quartiken ' mit dim Sing F' =
1 anhand der Gestalt der Kurve singulérer Punkte, die wir hier mit .S bezeich-
nen (S ist der rein eindimensionale Anteil von Sing F'), vorgenommen. Diese
Einteilung ist Grundlage fiir die nachfolgende Behandlung dieser Quartiken.
Wir benoétigen folgenden fundamentalen Satz aus der Theorie der ebenen alge-
braischen Kurven, der hier nur zitiert wird.

Satz 3.2.1. Sei C; eine irreduzible Kurve d—ten Grades im IP?. Dann besitzt

Cy4 hochstens W singuldre Punkte.

BEWEIS. [1, S.136] oder [24, S.102| N

Satz 3.2.2. FEine von einem Kegel verschiedene Quartik F mait der Kurve S
singuldrer Punkte gehort zu genau einem der folgenden Typen:

(a) S ist eine irreduzible kubische (nicht ebene) Raumkurve und Sing s F = 0.
(b) S ist ein Kegelschnitt und Sing ,F = ()

(c) S besteht aus einem Kegelschnitt und einer Geraden, die die Trdger-

ebene des Kegelschnitts in einem Punkt desselben schneidet. Weiterhin gilt
Sing F = 0.

(d) S besteht aus drei verschiedenen Geraden, von denen zwei zueinander

windschief sind und von der dritten geschnitten werden. Auch hier gilt

48



(e) S besteht aus drei verschiedenen kopunktalen Geraden, die aber nicht in
einer Ebene liegen. Der Schnittpunkt der drei Geraden ist der einzige drei-
fache Punkt der Fliche.

(f) S besteht aus zwei verschiedenen sich schneidenden Geraden. Falls F
einen dreifachen Punkt besitzt, so ist dies der Schnittpunkt der Geraden.

(g) S besteht aus zwei windschiefen Geraden und Sing 3 F =0 .

(h) S ist genau eine Gerade und es gibt hochstens endlich viele dreifache Punk-
te von F', die notwendigerweise auf derselben liegen.

(i) S = Sing F' = Sing,F' ist eine in Gerade.

BEWEIS. Es wird des ofteren verwendet, dafl eine Gerade, die drei zweifache
Punkte oder einen zweifachen und einen dreifachen Punkt von F' enthélt, ganz
auf F' liegen mufl (Abzihlung der Schnittmultiplizititen!).

Zunichst ist es notwendig, dafl in den Féllen (a) bis (d) und (g) Sing,F =
0 und in den Féllen (e) und (f) SingsF im Schnitt der Geraden liegt, da
andernfalls ein x € SingjF' existiert, so daf alle Verbindungsgeraden von =z
mit weiteren Punkten y € Sing F' in F' enthalten sind. Dann wéire entgegen
der Voraussetzung F' ein Kegel mit Spitze x.

Behauptung: deg S < 3.

Ist deg S > 4, dann gibt es nach Satz 2.1.3 eine nichtleere offene Menge U C
P*" von Ebenen, die S in mehr als drei Punkten schneiden. Nach Korollar 2.3.5
kann man U" zu einer nichtleeren offenen Teilmenge V'V verkleinern, so daf fiir
alle EY € V'V der Schnitt E'N F irreduzibel ist. Wegen ENS C Sing(EN F)
(Lemma 2.5.5) erhélt man einen Widerspruch zu Satz 3.2.1.

Sehr einfach sieht man, dafl im Fall Sing ,F # () die Fliche F ein Kegel ist,
was aber hier ausgeschlossen sein sollte. Fiir eine ebene Kurve C' C Sing F' gilt
deg C' < 2, denn andernfalls wire die Trégerebene der Kurve in F' enthalten
(jede Gerade, die C' in mehr als zwei Punkten schneidet liegt auf F'). Falls S
in eine ebene Kurve zweiter Ordnung und eine Gerade g zerfillt, so ist letztere
sicher nicht in der Trigerebene der ersteren enthalten, sondern schneidet diese
in einem Punkt der Kurve, da der andere Fall wieder dazu fiihrt, dafl die Tréager-
ebene in F' enthalten ist. Nun kann S auch nicht in drei windschiefe Geraden
zerfallen, da sonst die Quadrik der Treffgeraden derselben in F' enthalten wére.
Faft man diese Aussagen zusammen, so folgt, dal F' zu einem der Typen des
Satzes gehoren muf3. Wi
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3.3 Quartiken mit irreduzibler kubischer Doppelpunkts-
kurve

Wir untersuchen nun, welche der Quartiken des Typs (a) (nach vorigem Pa-
ragraphen) einparametrige algebraische Familien von Kegelschnitten besitzen.
Es wird also der Fall betrachtet, da} die Doppelpunktskurve S eine irreduzible
kubische Raumkurve Cj ist. Der Kegel Z, von einem Punkt € Cs an Cj ist
von zweiter Ordnung, da jede Ebene durch = ihn in hochstens zwei Erzeugen-
den schneidet (Satz 2.1.3). Damit ist fiir z # y € C3 Z,NZ, = gUCs, wobei g
die Verbindungsgerade von z und y ist. Denn es ist sicherlich Z,NZ, 2 gUCs
und deg (Z, N Z,) =4 (siche Bemerkung 2.1.6). Weiterhin gilt 7,7, # T,Z,,
denn anderfalls wiirden sich Z, und Z, lédngs g beriihren und man sieht,
dal Z, N Z, dann neben g nur einen Kegelschnitt enthalten kann (Bemer-
kung 2.1.6). Daher gilt (T,Z,) N Z, = gU g1 und (T,Z,) N Z, = gU go
mit z € g1, y € go und gy Ngo = O. Sei T} die Ebene, die Z, lings ¢,
beriihrt, und 75 diejenige, die Z, léngs g, beriihrt. Die Grundpunkte des Ko-
ordinatensystems bezeichnen wir wieder mit Aq,..., A3. Wir wihlen Ay := z,
Ay =y, Ay =g NTy und Ay == go NT;. Wegen g1 Ngy = 0 gilt A ¢ Z,
und Ay ¢ Z, (beachte T' N Z, = g1 und To N Z, = go). Auflerdem gilt
Ay € TayZyNTuyZy und Ay € Ty, ZyNTy, Z, . Normiert man die Koordinaten-
grundpunkte geeignet, so erhilt man Z, = V(z123—23) und Z, = V(zoz2—z3).
In diesem Koordinatensystem erscheint Cs als regulires Bild einer projekti-
ven Geraden IP' vermittels der Veroneseabbildung v : P! — IP?, die durch
v((\, ) == (A3, 22, \p? ) € Cs definiert ist. Fiigt man zu den Kegeln
Zy, Zy die Quadrik mit der Gleichung fy := zox3 — 122 = 0 hinzu, so bil-
den f; := wows — a2, fo, f3 := w173 — x5 eine Basis des homogenen Ideals

I(C3) = (f1, f2, f3) (siehe [2, §16]).

Lemma 3.3.1. Die Quartik F = V(f) besitze die kubische Raumkurve Cs
als eindimensionalen Anteil des singuliren Ortes. Dann folgt f € I(Cs)?.

BEWEIS. Wegen C3 C F ist zuniichst f € I(C3), d.h. f = g1fi + gofo +
gsfs mit homogenen Formen g¢i,¢2,935 € k[zo,...,x3] (fi1, f2, f3 wie oben).
Im homogenen Koordinatenring S[Cs] := k[z,, . ..,z3]/I(Cs) gilt wegen C3 C
Sing F' fiir die partiellen Ableitungen von f : g—wfi =0 (i=0,...3). Also sind
g1, 92, g3 als Elemente von S[Cs] (man identifiziere im folgenden die Polynome
stets mit ihren Aquivalenzklassen in S[C3]) Lésungen der Matrixgleichung

T T3 0 g
—Z.Tl —T2 T3 ! .
To —T1 —2932 92 =0 (*)
g3




Falls die Aquivalenzklassen der g; die triviale Losung dieser Gleichung dar-
stellen, folgt sofort f € I(C3)?. Im Quotientenkérper von S[Cs] (existiert,
da I(C3) auf Grund der Irreduzibilitit von C3 ein Primideal ist) besitzt M
den Rang 2 (nachrechnen!). Deshalb ist jede Losung von (x) in diesem pro-
portional zur Fundamentallosung (z2x4, —22x3, z123). Das heifit aber, daf es
stets h € k[zg,...,w3], | & I(C3) und q1,q2,q3 € I(C3) gibt, so dal g, =
%(331!173 +aq1), g2 = %(—xlm + q2), g3 = %(330!172 + ¢3) gilt. Nun berechnet man
fifs = fizixs — foxixe + f3zoxs, Woraus f = %q mit einem ¢q € I(C_'g)2 bzw.
fl € I(C3)? folgt. Geméaf der Theorie der Zerlegung von Idealen in noether-
schen Ringen ist I(C3) das zu I(Cs)? gehorige Primideal, und da | ¢ I(Cj)
gilt, folgt f € I(C3)?. Fiir die letzte Folgerung benétigt man den Satz aus [26,
S.42]. W

Nach diesem Lemma erhélt man alle hier in Frage stehenden Quartiken, wenn
das Koordinatensystem wie oben angepafit ist, indem man in eine homogene
quadratische Form ¢ aus k[xy, 22, 3] die Polynome fi, f, f3 substituiert. Das
so erhaltene Polynom f := q(fi, f2, f3) ist, wie man leicht sieht, genau dann irre-
duzibel, wenn dies fiir ¢ gilt, denn eine Fliche vierter Ordnung mit Cs C Sing F
kann hochstens in zwei Quadriken zerfallen, deren definierende homogene Po-
lynome aus I(Cs3) sind, weshalb es in diesem Fall ay,a»,as, by, by, b3 € k mit

f=(arfi +asfo +asfs)(brf1 + bafo + b3 fs) gibt.

Satz 3.3.2. FEs gilt:

(a) Falls die Quartik F eine Torse ist, besitzt F alle Tangenten von Cj als
Erzeugende. Alle derartigen Fldachen sind zueinander projektiv dquivalent.

(b) Falls F keine Torse ist, so gibt es eine nichtleere offene Teilmenge C; C
Cs, so daf fir jeden Punkt v € C5 zwei Sekanten von C3 durch x auf F
lregen.

BEWEIS. Zwei Punkte auf C3 sind mittels der Veroneseabbildung durch z =
(A2, N2, Ap?, 1) und y = (€3,€2n,6n%, 1) gegeben. Fiir den Punkt 2z = z + gy
auf der Verbindungsgeraden von = und y berechnet man (f1(z), fa(2), f3(2)) =
o(An —Ep)2 (A, A+ Ep, um) und daraus f(z) = 0*(An—Eu)*q(AE, An+Ep, pn) .
Das heifit aber, daf fiir + # y die Verbindungsgerade der beiden Punkte genau
dann auf F' liegt, wenn

q(A§, A+ Ep, um) = 0 (*)

erfiillt ist. Setzt man nun rp, := (A&, Ap+&p, un) = E(A, 1, 0) +n0(0, A, u) € P?,
so durchlduft r, fiir festes  die Tangente des Kegelschnittes a := V (4dzoxy —
z?) im Punkt r,,. Ist 8 der Kegelschnitt 8 := V(q), so entsprechen den
Losungspaaren x,y von (*) genau die Schnittpunkte r,, € (7;,,a) N G. Wenn
z die Kurve C3 durchliuft, so durchliduft r,, den Kegelschnitt a. Wir wollen
nun zeigen, daf die Punke = von Cj fiir welche die Tangente T,Cs auf F' liegt,

in eineindeutiger Weise den gemeinsamen Punkten von o« und 3 entsprechen.
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Man berechnet dazu, daf die Tangente 7,C5 von den beiden Punkten s :=
(3A2, 2\, 1?,0) und ¢ := (0, A%, 2\, 3p?) aufgespannt wird (vgl. [2, S.107]).
Setzt man wieder z := s+pt, so ergibt sich diesmal (f1(2), f2(2), f3(2)) = —(u—
0A)2( N2, 2, p1?) = —(p — oA\)*ry, und daraus die Aquivalenzkette T,Cs C
F <= q(ry;) = 0 <= ry € B.

Im Fall o = 3 besitzt F' die Gleichung

Afifs — f3 = dwoxl + dxdzs + xix; — 3xias — 6xox 273 = 0 (3.4)

und zwar unabhingig von der Wahl der Punkte Ay, A3 € Cs. An der Gleichung
erkennt man, daf die Ebene E = V(z3) die Fliche F lings T,Cs = V ({z1, z3})
beriirt. Dann gibt es aber zu jedem A, € C; eine Ebene, die F lings 7,Cs
beriihrt. Nach Satz 1.6.4 ist F' dann eine Torse.

Die Behauptung des Satzes ist gezeigt, falls klar ist, dal im Fall o # (3 keine
Torse vorliegt, denn dann besitzen o und (3 hochstens vier Schnittpunkte aber
auch hochstens vier gemeinsame Tangenten, da o und BY ebenfalls Kegel-
schnitte sind. Also gibt es eine nichtleere offene Menge C3 C Cs, so daf fiir alle
x € Cs 1y & B und (7,,,a) N B zwel verschiedene Punkte enthilt, die zwei
verschiedenen Sekanten durch z entsprechen.

Die letzte Liicke des Beweises wird nun folgendermaflen geschlossen: Falls es
eine Torse geben sollte, fiir die o # [ ist, so enthélt sie nach dem bisher gezeig-
ten bestimmt eine Sekante g von Cs, die etwa durch die Punkte z und y von
Cs geht. Wihlt man das Koordinatensystems wie zu Anfang dieses Paragra-
phen beziiglich z und y, so sieht man sofort, da 7,Cs und Tyég zueinander
windschief sind. Da die duale Varietdt von F' irreduzibel und eindimensional
ist, erhdlt man dim Cont,vF" = dim Cont,vF" = 0, weil schon ¥ N F" und
y'NF" nulldimensional sind (im Fall F¥ C 2" bzw. F¥ C " wire F ein Kegel
mit Spitze & bzw. y). Das fithrt Satz 1.6.2 (b) zufolge auf die Beziehungen

(TC,F)" = Cont,v F¥ und (TC,F)" = Cont,vFV.

Nun ist g bestimmt Beriihrort einer Ebene E, da anderfalls ¢¥ C FV gelten
wiirde, also ContgF = g. Es gilt E C TC,F N TC,F, da EY € Cont,vF" N
Conty,vFY aus z,y € ContgF wegen (z,E"),(y,E") € CF = CF" (Reflexi-
vitit!) folgt. Aus Sing,F = 0 (Satz 3.2.2) liefert Satz 2.6.1 7,C3 C E und
Tyc_’g C E, was aber der Feststellung widerspricht, dal diese beiden Tangenten
windschief sind. i

Im folgenden wird wieder die Bezeichnung P(F’) fiir die projektive Untervarietit
der Pliickerquadrik P verwendet, deren Punkte den sdmtlichen Geraden von
F entsprechen (siehe Paragraph 2.5). Den eindimensionalen Anteil von P(F’)
bezeichnen wir wieder durch P(F)!. Der vorige Satz lehrt nun unmittelbar, daf}
die Quartiken mit irreduzibler kubischer Doppelpunktskurve stets Regelflichen
sind. Deswegen ist nach Satz 2.5.3 P(F) eindimensional und P(F)! irreduzibel.
Dariiberhinaus gilt nun

52



Satz 3.3.3. Fir eine Quartik F' mat irreduzibler kubischer Doppelpunktskur-
ve Cy ist die Varietit P(F)' in einem eindeutig bestimmten linearen Geraden-
komplex K, enthalten. Ist K, ein spezieller Komplex mit Leitgerade 1, so folgt
ICF und N SingF =0.

BEWEIS. Behauptung 1: P(F)! C K; mit einem geeigneten linearen Komplex
K.

Es werden weitgehend die Notationen des letzten Beweises iibernommen. Abge-
sehen von Proportionalitdtsfaktoren berechnet man die Pliickerkoordinaten p =
(po1, Po2, Po3, P12, P13, P23) der Verbindungsgeraden zweier verschiedener Punkte
T,y € C_’g zu

p = (N, XA+ Ep), N°n® + Aun + €212, Aun, un(An + Ep), 1°n?)

und diejenigen einer Tangente T,Cs; zu
p= (A% 2030, 3N N2 20 P ).

Verwendet man nun die Bezeichnung r,, aus dem letzten Beweis und schreibt
fir die Komponenten 7., = (ro, 71,72), so erhdlt man in beiden Féllen

p = (r3, ror1, T3 — rora, ToT2, ToT1, T5). (%)

Ist nun A = (aij)ij—0,1,2 die Darstellungsmatrix der quadratischen Form ¢ (d.h.
q(z) = z* Az, beachte auch det A # 0, da ¢ irreduzibel ist), so ergibt sich aus
der Bedingung r,, € § = V(q) die Gleichung

agoPo1 + 2a01Po2 + a11P03 + (2a02 + a11)p12 + 2a19p13 + asopas = 0, (3.5)

die folglich von allen auf F' gelegenen Sekanten oder Tangente von Cj erfiillt
wird. Gleichung (3.5) stellt einen linearen Geradenkomplex K; dar. Die Irre-
duzibilitdt von P(F)!' liefert P(F)! C K, da mit Sicherheit unendlich viele
Geraden von P(F)! in K liegen.

Behauptung 2: Der lineare Komplex K; ist eindeutig.

Die Gleichung q(r,,) = 0 definiert eine Hyperfliche in IP* x IP! (in den Koor-
dinaten ((A, ), (€,71))), so daB8 Satz 1.3.2 zufolge die Koeffizienten dieser Glei-
chung bis auf einen skalaren Faktor festliegen. Ist nun K ein weiterer linearer
Komplex mit P(F)' C K/, so kann man in seine Gleichung die Ausdriicke (x)
substituieren. Koeffizientenvergleich mit ¢(r,,) = 0 liefert die Behauptung.
Behauptung 3: Falls K ein spezieller Komplex mit Leitgerade [ ist, so ist [ in
F enthalten.

Wire der Schnitt [ N F' endlich, so gédbe es einen Punkt aus [ N F', durch den
unendlich viele Geraden von P(F') gehen, und folglich wire F' ein Kegel, der
diesen Punkt zur Spitze hat, was aber unmoglich ist.

Behauptung 4: Ist [ Leitgerade von K, so enthélt [ keinen singuldren Punkt
von F'.
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Gemif Satz 2.5.1 schneidet jede Ebene EV € [V die Quartik F nur in Gera-
den, da es durch jeden Punkt von [ eine von [ verschiedene Gerade auf F' gibt
(vgl. Korollar 2.5.2). Wire z € [ singuldr fiir F', dann gilt u,((E N F)4v) > 2
(Lemma 2.5.5 (a)). Wegen | Z Sing F' (Satz 3.2.2) ist (ENF)% = 2[+ R (mit
einem Restdivisor R) nur fiir eine Ebene durch [ moglich, die dann F' lings [
beriihrt. In allen anderen Ebenen durch [ gibt es eine von [ verschiedene auf
F gelegene Gerade durch . Demzufolge wére aber F' ein Kegel mit Spitze z,
was wiederum ausgeschlossen ist.

Aus den Behauptungen 1 bis 4 folgen nun alle Behauptungen des Satzes. il

Satz 3.3.4. Falls K, ein spezieller linearer Komplex ist, so besitzt F' fiber-
haupt keine Kegelschnitte, also C12(F)"" = 0.

BEWEIS. Im Beweis von Satz 3.3.3 (Behauptung 4) wurde bereits eingesehen,
daB jeder Schnitt einer Ebene durch die Leitgerade [ mit F' voll in Geraden
zerfallt. Wir nehmen daher einen Kegelschnitt Cy auf F' an, dessen Triger-
ebene E die Leitgerade [ nicht enthélt. Nach Satz 2.5.7 hat man (F N E)% =
Cs + g1 + go mit zwei Geraden g1, go.

Falll: s Nli=g, Nl =: 2.

Wegen [N Sing F = () (Satz 3.3.3) ist = regulir fiir F' aber u,((E N F)%v) >
pe(g1) + pz(g2) = 2. Nach Lemma 2.5.5 gilt T,F = E und man erhilt mit
E D> T,l =1 einen Widerspruch zur Annahme.

Fall 2: ¢y Nl # gy N1.

Der Fall fithrt unmittelbar auf einen Widerspruch zu I ¢ E. i

Lemma 3.3.5. Set K ein linearer Geradenkomplex, welcher drei nicht ko-
punktale Geraden einer Ebene enthdlt. Dann ist K speziell.

BEWEIS. Den drei nicht kopunktalen Geraden in der Ebene entsprechen drei
linear unabhéngige Punke auf der Pliickerquadrik P und die von diesen aufge-
spannte Ebene F des IP° ist in P enthalten. Die Punkte dieser Ebene entspre-
chen den Geraden der Ebene des IP?, welche die drei gegebenen enthilt. Ist H
die Hyperebene des IP®, die den Komplex K aus P ausschneidet (K = PNH),
so folgt £ C H also auch E C K. Nun ist K als Teilmenge des IP® eine Qua-
drik in einem vierdimensionalen projektiven Unterraum. Eine solche ist aber,
sofern sie eine Ebene enthélt, ein Kegel, denn wihlt man Koordinaten etwa
so, dafl die rechte untere 3 x 3—Untermatrix der Darstellungsmatrix M die-
ser Quadrik die Nullmatrix ist (also As, A3, A4 € E), so erkennt man sofort
rang M < 3. Da P singularititenfrei ist, mul H die Pliickerquadrik beriihren
(Lemma 2.5.5). Das heifit aber, da3 K ein spezieller Komplex ist, dessen Leit-
gerade dem Beriihrpunkt von P und H entspricht. i
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Satz 3.3.6. Fulls K, ein allgemeiner linearer Komplex ist, so besitzt F' eine
wrreduzible einparametrige Familie von Kegelschnitten.

BEWEIS. Zu zeigen: card C o(F)"" = oo (daraus folgt dim Cy,(F)"" >1).
Es wird zunichst der Fall betrachtet, da8 F eine Torse ist. Zu jedem z € Cs
sei E, die lings T,C5 beriihrende Tangentialebene von F. Da man im Ko-
ordinatensystem stets Ay := = wihlen kann, lehrt Gleichung (3.4), daf8 jede
Ebene E, = V(z3) einen Kegelschnitt aus F' ausschneidet, welcher T.C3 in z
beriihrt. Fiir den Fall, dafl ' keine Torse ist, sei mit C5 die nichtleere offene
Menge aller Punkte = € C3 bezeichnet, durch die zwei verschiedene Geraden
gz, hy der Fliche gehen (Satz 3.3.2) und deren Verbindungsebene E, die Quar-
tik nicht lings der beiden Geraden g,, h, beriihrt (beachte Satz 1.6.4). Fiir die
Kurven C, := (E, N F)\(g, Uh,) # 0 gilt deg C, < 2. Nach Lemma 3.3.5
konnen die C, nicht in Geraden zerfallen, da sonst in E, drei nicht kopunk-
tale Geraden existieren wiirden. Denn mindestens eine der Geraden, in die C,
zerfallt, mufl durch einen der beiden von x verschiedenen Schnittpunkte von
ge U h, mit C3 gehen, da diese im Schnitt (E, N F)% nach Lemma 2.5.5 (a)
zweifache Vielfachheiten besitzen. Diese Gerade geht dann nicht durch z, da sie
von g, und h, verschieden ist. Also sind fiir alle x € C5 die C, Kegelschnitte,
so daf} auch in diesem Fall die Behauptung gezeigt ist.

Bemerkung: Die Mathematiker des letzten Jahrhunderts haben gezeigt, daf3
F, falls K; allgemein, aber F' keine Torse ist, projektiv dquivalent zu ihrer
dualen Varietédt ist. Die Trigerebenen der Kegelschnitte beriihren F' in zwei
Punkten und gehoren daher zur Doppelpunktskurve von F. Hierzu, wie auch
zu den tibrigen Ausfiihrungen dieses Paragraphen vergleiche man [16, S.437]
und [15, S.1748].

Fafit man die Sétze dieses Abschnittes zusammen, so kann man die Quartiken
vom Typ (a) gemidfl Paragraph 3.2, die sich allesamt als Regelflichen erwiesen
haben, in zwei Untertypen (al) und (a2) aufteilen, je nachdem ob der lineare
Komplex K; aus Satz 3.3.3 speziell oder allgemein ist. Im ersten Fall besitzen
die Quartiken {iberhaupt keine Kegelschnitte, im zweiten hingegen eine einpa-
rametrige Familie von Kegelschnitten.

3.4 Die Untersuchungsmethode von Segre

Fiir die Behandlung der Quartiken der Typen (b) bis (f) aber auch zum Teil
des Typs (h) (geméf 3.2) bedienen wir uns einer Untersuchungsmethode, die
von C. Segre 1884 ([18]) eingefithrt wurde, und die es uns gestattet, simtliche
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Kegelschnitte auf diesen Flichen aufzufinden. Man betrachtet dabei im vierdi-
mensionalen Raum IP* zwei quadratische Hyperflichen Q; und Q.. Das von
diesen aufgespannte lineare Biischel von Quadriken bezeichnen wir durchweg
mit

L:={Q :=V(Afi+puf) [\ pek (An)#(0,0)} (3.6)

Darin bedeuten f; und fy die quadratischen homogenen Formen des Polynom-

rings k[zo,..., x4, deren Nullstellenmengen @); beziehungsweise Qs sind. Der
Schnitt

P .= Ql N Qg (37)

ist eine Fldche, deren Irreduzibilitit wir zundchst annehmen. Satz 2.1.3 lehrt
deg ® < 4, wenn man ® mit beliebigen Ebenen E schneidet und Satz 2.1.4
auf die ebenen Kurven (hochstens zweiten Grades) ENQ; und ENQy anwen-
det. Offenbar gilt fiir @}, Q%5 € L ebenfalls ® = Q| N Q5 (vgl. Lemma 2.3.2).
Projiziert man nun ® von einem beliebigen Punkt y € IP*\ & auf eine Hyper-
ebene H, welche y nicht enthilt und die wir stets mit IP? identifizieren wollen
(d.h. wir nehmen i.d.R. an, da§ die Koordinatengrundpunkte Ay,...,As in H
liegen), so erhélt man i.a. eine Quartik des IP?. Die Projektion vom Punkt y
auf H bezeichnen wir durchweg mit

m, : PY\{y} — H. (3.8)

Wir untersuchen zunichst, welche Art von Quartiken des IP®* man durch eine
solche Projektion erhalten kann.

Satz 3.4.1. Zu einer Quartik F des IP® gibt es genau dann einen Punkt y
und eine Fliche ® im IP* der oben definierten Art mit m,(®) = F, wenn sich
das irreduzible homogene Polynom f, dessen Nullstellenmenge F' ist, in der
Form f = u2 — u3vy mit Polynomen uy,uz,v2 € k[zg, ..., x3], welche homogen
vom Grad der Indizes sind, schreiben laft.

BEWEIS. Zu den Quadriken @)y und ()> gehoren symetrische Darstellungsma-
trizen A; und A, (d.h. fi(x) = «*A;x fiir ¢ = 1,2). Die von diesen induzierten
Bilinearformen g;(z,y) := 2*A;y sind die Polarformen der ;. Damit gilt

fiQz + py) = N fi(x) + 2 ugi(x, y) + 1 fi(=) fiir s = 1,2.

Es wird nun die Gleichung des Kegels mit Spitze y an die Fliche ® aufge-
stellt. Dazu hat man die Resultante der beiden Polynome f;(Ax + py) in den
Unbestimmten A und u zu bilden, denn diese verschwindet genau fiir diejeni-
gen Punkte z, fiir die diese beiden Polynome eine gemeinsame Nullstelle be-
sitzen, und dies sind gerade die Punkte, deren Verbindungsgerade mit y die
Fliache ® schneidet. Die Resultante R(p;,ps) zweier quadratischer Polynome
pi = a; A% + 20; A\ + c;u® (i = 1,2) berechnet sich zu

R(p1,p2) = (cras — 02(11)2 + 4(bras — baaq ) (brca — bacy).
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Also hat der Kegel Z := {z € P*\{y} | Zg N ® # 0} U {y} (¥ bezeichne die
Verbindungsgerade von x und y) die Gleichung

9= (fi(@)f2(y) — fy) f2(2))*+

+4(f1(z)g2(z,y) — f2(@) g1 (2, ¥)) (f1(¥)g2(2, y) — f2(y)gr(z,y)) = 0.

Man kann nun 0.B.d.A. y € Q; annehmen, da in L stets eine Quadrik existiert,
welche y enthilt (vgl. Lemma 2.3.1), also « := f>(y) # 0 und wegen fi(y) =0
vereinfacht sich obige Gleichung zu

g =a’fi(z)* — dagi(z,y)(f1(x)g2(z,y) — f2(x)g1(z,y)) =

= (afi(z) — 201(x,y)g2(z,Y))* — 4g1(2,¥)*(92(2, y)* — afo(z)) =0.  (3.9)

Setzt man hierin z4 = 0, so folgt wegen F = Z NV (z4) die Notwendigkeit
der Gestalt von f. Um einzusehen, dafl diese Gestalt auch hinreichend ist,
definiert man zu vorgegebenem f = u2 —u?v, die Quadriken @; und @, durch
die Gleichungen f, := uy + 2uyzy = 0 und fo = 2 — iv2 = 0 und wahlt
y = (0,0,0,0,1). Dann gilt fi(y) = 0, fo(y) = a = 1,¢91(x,y) = uy(r) und
schlieBlich go(z,y) = x4. Setzt man dies in Gleichung (3.9) ein, so erhélt man
fir die Flache ® := V(f1) NV (f2) gerade m,(®) = ZNH = F (wie eingangs
ist H die Hyperebene V(z4)). B

Bemerkung 3.4.2. Eine beliebige Fliche ® := V(f1) N V(f2) mit 7,(®) =
F =V (u? — ujvy) ist unter der Voraussetzung, dafl u; proportional zu g;(z,y)
ist, stets projektiv dquivalent zu der im zweiten Beweisschritt definierten Fléche

® = V(ug 4 2uyzs) NV (23 — Fv2).

BEWEIS. Man wéhlt bei fester Vorgabe von F' aber beliebiger Vorgabe von
® =0Q;NEQ: und y € Q; zunichst y als Koordinatengrundpunkt A,. Dann
ist in (3.9) g € k[zo,...,x3], da y die Spitze des Kegels Z ist, und man kann
g so normieren, dal g = f = u3 — w?vy gilt. Nun ist g;(x,y) proportional
zu up. Das ergibt fiir f; zunédchst den Ansatz f; = wy + Aujzy mit homoge-
nem und quadratischem wy € k[zg,...,z3] sowie A € k. Demzufolge ergibt
(3.9) ¢ = w3 + uyr3 mit einem Restpolynom r3 € kzg,...,z3] von drittem
Grad. Nun sieht man, dafl das Primelement u; die Form us + ws oder us — wo
teilt (u3 — w3 = ui(uvy + r3)). In beiden Fillen findet man fiir die eindeutig
bestimmte Quadrik ); € L mit y € @ als Gleichung f; = uy + 2u;v; mit
einem vy € k[zo, ..., 24| und v;(y) # 0. Nun kann man die Koordinatengrund-
punkte Ay,..., A3 ldngs der Erzeugenden von Z, auf denen sie liegen, in die
Hyperebene H' := V(v;) verschieben. Das Polynom ¢ &ndert sich bei dieser
Koordinatentransformation nicht, wohl aber transformiert sich die Gleichung
von (), bei geeigneter Wahl des Normierungspunktes des Koordinatensystems
auf die Gestalt f; = ug + 2uyz4 = 0. Bezeichnet man w; := gs(z,y), so folgt
aus (3.9) g = u3 + duy (g — wy)ug — 4ud(w? — fo — (r4 — wy)?) und aus einem
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Vergleich mit g = u3 —ufv, erhilt man (z4—w1)us = ui(2zawr — fo— a3 — 3vs).
Im Fall w; = x4 ergibt sich unmittelbar f, = z3 — ivz. Fir wy # x4 liefert
die Eindeutigkeit der Primfaktorzerlegung in k[zo,...,z4] die Existenz eines
skalaren Faktors A mit w; = x4 — Auy (u; kann us wegen der Irreduzibilitét
von f; nicht teilen) und man erhilt fo = z2 — ivz — Af1. In beiden Féllen sieht
man aber, daf} die hier beliebig vorgegebene Fliche & in geeignetem Koordina-
tensystem dieselben Gleichungen wie ® besitzt, woraus die Behauptung folgt.

Korollar 3.4.3. Flir eine Quartik F, zu der y und ® gemdf§ obiger Verein-
barung existieren, enthdlt Sing F' die Kurve Y = m,(T,Q) N F =V ({uz,u1}),
wobei QQ € L (siehe (3.6)) die Quadrik mit y € Q ist. Y ist ein Kegelschnitt,
ein Paar von Geraden oder eine einzelne Gerade, je nachdem ob @ singula-
ritdtenfrei, ein Kegel mit nulldimensionalem singuldren Ort (Kegel erster Art)
oder ein Kegel mit einer Geraden als Spitze (Kegel zweiter Art) ist.

BEWEIS. Die Behauptung folgt aus (3.9), wenn man T,Q = V(g:i(z,y)) be-
achtet und beriicksichtigt, dal T,Q) N Q ein irreduzibler Kegel, ein paar ver-
schiedener Ebenen bzw. eine einzelne Ebene je nach den obigen drei Fillen ist
(betrachte die Ableitungen von ¢ in (3.9)). Das Projektionszentrum y kann
nicht in der Spitze eines Kegels () aus L liegen, da sonst F' = H N @ eine
Quadrik wére. i

Satz 3.4.4. Sei Cy C ® ein Kegelschnitt oder ein Paar sich schneidender
Geraden. Ist E C IP* die Trigerebene von Cy, so gibt es in L einen Kegel Q,
welcher E enthdlt. Ist umgekehrt QQ € L ein Kegel und E C QQ eine Ebene, so
st der Schnitt EN® ein Kegelschnitt, ein Paar von Geraden oder eine einzelne
Gerade.

BEWEIS. Die zweite Behauptung des Satzes ist sofort klar, da fiir jede Ebene
E C @ unter der Annahme @Q # @; (0.B.d.A.)) EN® = ENQ; gilt. Weil
® nach Voraussetzung irreduzibel ist, gilt auflerdem E ¢ &. Zum Beweis der
ersten Behauptung sei € E\C,. Dann gibt es eine Quadrik Q € L mit z € Q.
Aus Cy C @ folgt dann E C @ (wende Satz 2.1.3 auf Geraden durch z in E
an). Im Beweis des Lemmas 3.3.5 wurde aber bereits bemerkt, daf} eine Quadrik
im IP*, welche eine Ebene enthilt, notwendigerweise ein Kegel ist. |l

An dieser Stelle sollten kurz einige Eigenschaften der irreduziblen dreidimensio-
nalen quadratischen Kegel des IP* erwihnt werden. Im Gegensatz zu den qua-
dratischen Kegeln des IP? gibt es unter diesen zwei verschiedene Arten, entspre-
chend der Dimension der Kegelspitze. Fiir diese wurde schon in Korollar 3.4.3
die Benennung erste und zweite Art eingefiithrt. Entsprechend den zwei linearen
Systemen von Geraden auf einer singularititenfreien Quadrik des IP? gibt es
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auf den Kegeln erster Art zwei lineare Systeme von Ebenen. Zwei Ebenen des
gleichen Systems schneiden sich in der Kegelspitze, wihrend sich zwei Ebenen
unterschiedlicher Systeme in einer Erzeugenden (Gerade durch die Kegelspitze)
des Kegels schneiden. Die Ebenen des einen linearen Systems werden von den
Hyperebenen des linearen Biischels aller Hyperebenen durch eine Ebene des an-
deren Systems ausgeschnitten. Die Tangentialhyperebenen des Kegels beriihren
langs erzeugender Geraden und schneiden zwei Ebenen je eines der beiden Sys-
teme aus dem Kegel aus.

Ein Kegel zweiter Art besitzt nur ein lineares System von Ebenen, welche alle
die Doppelpunktsgerade desselben enthalten. Sie werden von den Elementen
des linearen Biischels aller Hyperebenen durch eine der Ebenen des Kegels aus-
geschnitten. Die Tangentialhyperebenen beriihren diesen ldngs seiner Ebenen.
Nun induzieren die linearen Biischel von Ebenen der Kegel aus L lineare Biischel
von Kurven auf @, die von den zugehérigen Hyperebenenbiischeln ausgeschnit-
ten werden, und bei denen es sich Satz 3.4.4 zufolge um Geraden, Geradenpaare
oder Kegelschnitte handelt.

Satz 3.4.5. Fualls die Fliche ® irreduzibel und von vierter Ordnung ist, so
st fiir jedes y & ®, welches nicht die Spitze eines Kegels aus L ist, das Bild
F := m,(®) unter der Projektion von y auf die Hyperebene H % y ebenfalls
wrreduzibel und von viertem Grad.

BEWEIS. Die Fliche F' ist irreduzibel nach Satz 1.2.1 und an (3.9) erkennt
man, dafl ihr Grad hochstens vier ist. Es wird nun angenommen, der Grad von
F' sei kleiner als vier. Die Form g aus (3.9) ist dann Potenz eines irreduziblen
Polynoms ersten oder zweiten Grades. Also ist Z eine Hyperebene oder Qua-
drik. Im ersten Fall wire ® = Q2 N Z (0.B.d.A. y € Q2) eine quadratische
Flache entgegen der Annahme. Auch im zweiten Fall gilt ® = Q, N Z. Wiirde
Z die Quadrik @) lings ® beriihren, so wire ® in der Polarhyperebene P von
y beziiglich (); enthalten, und wie oben folgt deg ® = 2. Also schneidet der
Beriihrkegel von y an () Z in einer echten abgeschlossenen Teilmenge. Damit
gibt es eine nichtleere offene Menge von Erzeugenden von Z, die Q) in zwei
verschiedenen Punkten schneiden. Demzufolge ist Z die einzige Quadrik, die
® und y enthilt, da eine solche alle diese Erzeugenden enthalten muf (Satz
2.1.3). Nun gibt es in L aber eine Quadrik, welche ® und y enthilt, also folgt
Z € L. Dann ist aber y Spitze eines Kegels aus L im Gegensatz zur Annahme.

Satz 3.4.6. Sei m, : ® — F die Projektion von ® auf F. Mit Y werde die
Kurve nach Korollar 3.4.3 bezeichnet. Dann gult:

(a) Das Bild einer nicht in m,*(Y') enthaltenen Gerade ist eine Gerade auf
F.
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(b) Das Bild eines nicht in m,;"(Y') enthaltenen Kegelschnitts ist ein Kegel-
schnitt auf F.

(c) Der eindimensionale Anteil des Urbildes einer nicht in' Y enthaltenen Ge-
raden ist eine Gerade auf ®.

(d) Das Urbild eines nicht in' Y enthaltenen Kegelschnitts ist ein Kegelschnitt
auf ®.

BEWEIS. Behauptung (a) ist klar, da fiir eine Gerade g auf ® wegen y ¢ ®
nicht dim m,(g) = 0 gelten kann.

Zu (b): Wire fiir einen Kegelschnitt C, das Bild 7,(C5) eine Gerade g C F,
so ware (5 in der Verbindungsebene E von y und ¢ enthalten. Folglich ist
die Quadrik @ € L mit y € Q ein Kegel (siehe Satz 3.4.4) und aus £ C T,Q
(siehe Abhandlung im Anschluf8 an Satz 3.4.4) folgt 7,(C2) C Y.

Zu (c): Sei g eine nicht in Y enthaltene Gerade auf F' und E die Verbindungs-
ebene von ¢ und y. Es gilt dim (E N ®) = 1. Betrachtet man nun fiir zwei
beliebige Quadriken @, Qs € L die Schnitte ENQ; und £ N s, so siecht man,
daf3 der eindimensionale Anteil des Schnittes £ NQ; N Q2 = E N ® als Schnitt
zweier Kurven hochstens zweiten Grades eine Gerade, ein Geradenpaar oder ein
Kegelschnitt ist. Die beiden letzteren Fille sind nach Satz 3.4.4 nicht moglich,
denn in diesen wire E in einem Kegel () aus L enthalten. Gemé&fl Korollar
3.4.3 gilt dann wegen £ C T,() g C Y.

Zu (d): Sei Cy C F,Cy € Y ein Kegelschnitt mit der Triagerebene E und
R := (ENF)\Cy die Restkurve des Schnittes von F' mit E (R ist die leere
Menge oder eine Kurve). Die Verbindungshyperebene von E und y wird mit
V' bezeichnet.

Fall 1: R # 0.

In diesem Fall mufi @V Satz 1.2.1 (a) zufolge reduzibel sein. Nun ist @0V von
héchstens vierter Ordnung (Satz 2.1.3), und daher ist C' := 7, *(Cy) C 2NV
wegen R # () von hochstens dritter Ordnung. Nach (a) enthilt C' keine Gera-
den. Wire C' eine irreduzible kubische Kurve, so wire y € C' notwendig, da
andernfalls 7,(C) auch von dritter Ordnung wére. Dies hétte aber y € ® zur
Folge und daraus schlieft man, dal C' ein Kegelschnitt ist.

Fall 2: R=10.

Sei K der quadratische Kegel von y an C; und C := 7, *(Cz) = ®NV = ®NK.
Angenommen, C' wire kein Kegelschnitt. Sei mit ® = Q;NQ>2 0.B.d.A. y € Q.
Durch Q) := @Q; NV und @), := Q> NV werden die durch @, und @, in V
induzierten Quadriken bezeichnet. Da C = @} N Q5 nach (a) bestimmt keine
Geraden enthilt, kann nach Bemerkung 2.1.6 C nur noch von vierter Ordnung
sein. Wegen y ¢ Q5 gilt Q) # K und man erhilt C' = @, N K . Daraus erkennt
man, daf es eine nichtleere offene Teilmenge von Erzeugenden von K gibt, wel-
che C in zwei verschiedene Punkten schneiden, denn wiirde der Quadratische
Kegel K die Quadrik @} lings C beriihren, so wire C ein Kegelschnitt (vgl.
Beweis von Satz 3.4.5 oder Bemerkung 2.1.6). Demzufolge ist aber K die einzige
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Quadrik in V| die y und C' enthilt, da eine solche auch alle diese Erzeugenden
enthalten muf, und es folgt K = @, insbesonsere also p,((V NQp)%) = 2.
Wie schon oben dargelegt, kann y nur ein reguldrer Punkt von (); sein. Man
erhdlt mit Lemma 2.5.5 V = T,@Q; und daraus einen Widerspruch zu Cy, € Y
(Korollar 3.4.3). B

Satz 3.4.7. Die Quadrik Q sei ein Kegel des linearen Biischels L. Die Bedeu-
tung der Bezeichnungen L, ®,m, und Y entnehme man der Einleitung dieses
Paragraphen bzw. Korollar 3.4.3. Dann gelten die folgenden Aussagen:

(a) Wenn @ wvon erster Art ist und y ¢ Q, dann werden die beiden durch
Q induzierten linearen Kurvensysteme auf ® mittels m, auf zwei linea-
re Kurvensysteme auf F = m,(®) abgebildet. Es gibt einen quadratischen
Kegel K C IP?, s0 daf$ jede Tangentialebene von K die Quartik F in zwei
Kurven je eines der beiden Systeme schneidet. Alle so projizierten Kur-
ven sind in Tangentialebenen von K enthalten. K wird ein Kummerscher
Kegel von F' genannt.

(b) Wenn @ wvon erster Art ist und y € Q, dann werden die beiden durch Q
auf ® induzierten Kurvensysteme mittels m, auf die zwei linearen Kur-
vensysteme auf F abgebildet, deren Kurven von den Ebenen der Biischel
g1V und g,V ausgeschnitten werden, wobei Y in die Geraden g, und go
zerfillt und die festen Bestandteile g, bzw. gs aus diesen Kurvensystemen
entfernt sind (siche Paragraph 2.4).

(c) Wenn Q wvon zweiter Art ist und y ¢ Q, dann wird das durch Q auf
® induzierte Kurvensystem mittels m, auf ein lineares Kurvensystem auf
F abgebildet, dessen Kurven von den Ebenen eines linearen Biischels g
ausgeschnitten werden.

(d) Wenn @ wvon zweiter Art ist und y € Q, dann wird das durch Q auf
® induzierte Kurvensystem mittels m, auf das lineare Kurvensystem auf
F abgebildet, dessen Kurven von den Ebenen des linearen Biischels g
ausgeschnitten werden, wobei g =Y qilt und der feste Bestandteil g aus
diesem Kurvensystem entfernt ist.

BEWEIS. Zu (a): Da man bei Abdnderung der Projektionshyperebene H auf
eine zu F' projektiv dquivalente Fldche gefiihrt wird, kann man o0.B.d.A. H
als Polarhyperebene von y beziiglich () annehmen. Insbesondere geht dann H
durch die Spitze s von @ (gilt fiir alle Polarhyperebenen), so dafl K := HNQ
ein quadratischer irreduzibler Kegel ist ( H ist keine Tangentialhyperebene we-
gen y ¢ Q). Durch jede Erzeugende von K gehen zwei Ebenen von @, da
jene ebenso Erzeugende von () sind. Andererseits enthéilt jede Ebene auf @
eine Erzeugende von K, ndmlich die Schnittgerade mit H. Die Tangential-
hyperebene T,Q in z € K\s geht durch y (Polareneigenschaft!) und es gilt
I,Q N H = T,K also m,(7,Q) = T,K . Demnach werden die beiden von
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T.Q aus Q ausgeschnittenen Ebenen auf 7T,K abgebildet, und da man so al-
le Ebenen auf @ erreicht folgt die Behauptung (a) abgesehen davon, dafl es
sich wieder um ein lineares System von Kurven auf F' handelt. Zwar folgt die-
ser letzte Schritt aus der Birationalitdt von m,, dennoch soll er hier explizit
durchgefiihrt werden. Dazu nehmen wir in Gleichung (3.9) 0.B.d.A. Q =V (f2)
an. Man kann Koordinaten so wihlen, da H = V(z4) und T,Q, = V(x3)
gilt. Weil H polar zu y ist, mufl g»(x,y) proportional zu x4 sein. Durch Null-
setzen von x4 erhilt man die quadratischen Formen us := afi(z1,z2,3,0)
und vy := afa(z1, 2, 3,0) aus k[zg,...,zs3] und es gilt K = V(v2). Nun ist
K ein irreduzibler Kegel. Folglich gibt es lineare Formen wy,v; und w; mit
vy = wyw; — vi. Die Gleichung von F schreibt sich dann (gemif (3.9))

f= u% + 4w§(u1w1 — vf) =0. (%)

Die Elemente des linearen Biischels M von Divisoren zweiten Grades des IP?,
welches durch den eindimensionalen linearen Unterraum

U = {uy, = pug + 2x3(Aug — pvr) | A, p € k, (A, 1) #(0,0)}

homogener quadratischer Formen gegeben ist, schneiden F' sowohl in Y =
V({ug,z3}) als auch in den Kurven Cy := V({ugy, u;}) und

C)\,u = V({u)\m e)\u})a

wobel (A, p) # (1,0) und ey, := A*uy; — 2Apv; + pw; ist. Man bestétigt dies
durch Einsetzen von pus = —2z3(Aus—pvq) in @2 f (in (x)), was auf 4a3usey, =
0 fihrt. Die Ebenen V(ey,) sind nun aber gerade die Tangentialebenen von
K. Das von M erzeugte lineare Kurvensystem auf F' besitzt daher den festen
Bestandteil YUC,. Entfernt man diesen, so erhilt man eines der beiden linearen
Kurvensysteme. Das andere erhdlt man, wenn man anstelle der Polynome wuy,
die Formen vy, := pug + 2x3(Auy + pvy) betrachtet. Zu diesen Ausfithrungen
vergleiche man [12, S.39].

Zu (b): Es ist T,Q N Q = E; U E, mit zwei verschiedenen Ebenen E; und
E,, die je einem der beiden linearen System L; und L, von Ebenen auf @)
angehoren. Alle Ebenen von L; schneiden FEj in einer Geraden und alle zu Lo
gehorigen Ebenen schneiden Ej in einer Geraden. Deshalb werden alle Ebenen
aus L; auf Ebenen durch g, := m,(E>) und alle Ebenen aus L, auf solche durch
g1 := my(Ey) abgebildet. Wegen g¢; U go =Y folgt daraus die Behauptung.

Zu (c): Sei s die eindimensionalen Spitze von ). Nun gehen alle Ebenen von
@ durch s und werden daher auf Ebenen durch g := m,(s) abgebildet, woraus
die Behauptung folgt.

Zu (d): Da y € s, aber T,Q D s fiir die eindimensionale Spitze s von @ gilt,
hat man m,(s) =Y (Korollar 3.4.3). Nun geht jede Ebene von @ durch s, also
ihr Bild durch Y. R
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Satz 3.4.8. Die Fldche ® sei von vierter Ordnung und kein Kegel. Alle Qua-
driken des linearen Bischels L (siehe (3.6)) seien Kegel. Dann gibt es eine
nichtleere offene Teilmenge L C L mit der Eigenschaft, daf alle Quadriken aus
L Kegel erster Art sind. Weiterhin gibt es genau eine Gerade g auf ®. Auf
dieser liegen die Spitzen aller Kegel aus L und umgekehrt ist jeder Punkt von
g in der Spitze eines Kegels aus L enthalten.

BEWEIS. Um den ersten Teil der Behauptung zu zeigen, geniigt es, einen Kegel
erster Art in L zu finden, da die Menge der Kegel erster Art in der der quadrati-
schen Kegel des IP* offen ist (Determinantenbedingung!). Wir nehmen nun an,
es gidbe einen solchen nicht. Es gibt in L dann sicherlich einen Kegel (); zweiter
Art, denn wéren alle Elemente aus L reduzibel, so wiirde ® als Schnitt zweier
Hyperebenenpaare in Ebenen zerfallen. Mit Hilfe des Sylvesterschen Trdgheits-
satzes 1aBt sich die Darstellungsmatrix A; von )y auf eine Gestalt transformie-
ren, in der die linke obere 3 x 3—Untermatrix die Einheitsmatrix ist und alle
tibrigen Eintrdge null sind. Die Matrix von Q2 sei Ay = (a;;); j=0,.,4. Wenn es
in L keine Kegel erster Art gibt, verschwinden det(A;\ + Ay) und alle 4 x 4—
Unterdeterminanten davon identisch in . Der Koeffizient des Terms A in der
durch Streichen der vierten Zeile und Spalte entstehenden Unterdeterminante
ist agz. Streicht man die dritte Zeile und Spalte, so erhélt man als Koeffizient
von A3 die Zahl ass. Deshalb gilt as3 = aqs = 0. Nun berechnet man die Koeffi-
zienten von A* im Polynom det(A; A+ Ay) zu det (Zzi Zii) und man schlieft
aszg = 0. Daher muf} die Spitze s; von @ (dies ist die Verbindungsgerade der
beiden Punkte (0,0,0,1,0) und (0,0,0,0,1)) auf Q- liegen. Allerdings ist die Spit-
ze s; von der von () verschieden, denn andernfalls wére die Verbindungsebene
eines beliebigen Punktes € ®\s; mit s; in ® enthalten und das widerspricht
den Voraussetzungen iiber ®. Dennoch schneidet s; die Spitze s von @), da
alle Geraden auf einem Kegel zweiter Art dessen Spitze schneiden. Dann sind
s1 und s, aber in einer Ebene enthalten und auch diese miifite in ® enthalten
sein. Also gelangt man auch hier zu einem Widerspruch und die Annahme, dafl
es keinen Kegel erster Art in L gibt, mufl verworfen werden.

Fiir das weitere sei ), ein Kegel erster Art. Wir schreiben dessen Darstellungs-
matrix A; mit Hilfe des Tragheitssatzes in der Gestalt

1
0
A1=10
0
0

Nach der Voraussetzung, dafl alle Elemente des linearen Biischels L Kegel sind,
muf} immerhin noch det(A; A+ A,) identisch in A\ verschwinden. Wie oben sieht
man, daf fiir die Darstellungsmatrix A, von Qs daraus asy = 0 resultiert, und
man folgert, dafl die Spitze s; = (0,0,0,0,1) von @Q; auf ® liegen muf}. Da
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Q. jeder beliebige Kegel aus L sein kann, liegen alle solche Spitzen auf ®. Fiir
zwei verschiede Elemente aus L sind auch deren Spitzen sy, s» verschieden, denn
andernfalls l4ge fiir jedes € ®\s; die Verbindungsgerade von z und s; auf ®
und ® wire entgegen der Voraussetzung ein Kegel. Die Verbindungsgerade von
s; und s, liegt dann auf ®, da sie sowohl auf ) als auch auf @), liegt. Nun
konnen keine drei Spitzen zu Kegeln aus L eine Ebene aufspannen, da diese
sonst in ® enthalten wére. Denn die drei Spitzen liegen in allen drei zugehdrigen
Kegeln, also auch deren Verbindungsebene, da die Kegel von zweiter Ordnung
sind (Satz 2.1.3). Somit liegen alle diese Kegelspitzen auf einer Geraden g C ®.
Wihlt man nun bei vorgegebenen @, Qs € L das Koordinatensystem neu, so
daB fiir die zugehorigen Spitzen s; = (0,0,0,0,1) und s; = (1,0,0,0,0) gilt,
dann erhdlt man fiir die Darstellungsmatrizen A; = (a;j)ij=o,..a und A, =
(bij)ij=0,..4a von Q1 und Q2 ago = Gy = a4; = 0 sowie by = bjg = bp; = 0
fir ¢+ = 0,...,4. Da es nun auf g mindestens drei Spitzen gibt, sind a :=
(0, ao1, a2, aps, 0) und b := (0, b4, aza, ass, 0) linear abhingig, etwa ca+7b =0
(0 = X§ und 7 = pn falls As; + psy Spitze des Kegels mit Darstellungsmatrix
€A; + nA, ist). Ein beliebiger Punkt = = (A,0,0,0,u) € g\{s1, s2} ist daher
Spitze der Quadrik @ € L mit der Darstellungsmatrix §A; + iAg.

Es bleibt zu zeigen, dal g die einzige Gerade auf ® ist. Dazu nehmen wir
eine weitere Gerade h C ® an und betrachten zunéchst den Fall, wo sich g
und A schneiden, also in einer Ebene E enthalten sind. Betrachtet man zwei
verschieden Spitzen si, sy € g\h, so ist E in den beiden zugehorigen Quadriken
@1 und @) enthalten und man wird abermals auf den Widerspruch £ C &
gefithrt. Nun kénnen g und A nur noch windschief sein. Zu einem beliebigen
s1 € g sei E die Verbindungsebene von s; und h. Satz 3.4.4 zufolge enthélt der
Schnitt EN® eine weitere Gerade h, die notwendigerweise durch s; geht. Die
Existenz von h ist aber bereits durch die Betrachtung des ersten Falls widerlegt.

Die durch diesen Satz behandelten Fliachen & werden im Paragraphen 3.6 im
Zusammenhang mit der Romerfliche von Steiner und ihren Entartungstypen
eine Rolle spielen. Fiir den Rest dieses Paragraphen wenden wir uns aber denje-
nigen Flichen ® zu, fiir die es im linearen Biischel L (aus (3.6)) singularitidten-
freie Quadriken gibt (diese bilden dann natiirlich eine offene Menge in L). Wir
werden zu ihrer Untersuchung zunédcht das Koordinatensystem anpassen um
eine Normaldarstellung der Fléche zu erreichen. Dies geschieht mit Hilfe des
folgenden Satzes aus der lineare Algebra:

Satz 3.4.9. FEs sei A eine symmetrische n x n—Matrix mit Komponenten
aus dem algebraisch abgeschlossenen Korper k der Charakteristik Null. Mit I,
bezeichnen wir die t X t—Matrizen, in der auf der Nebendiagonalen lediglich
Einsen stehen, wihrend alle anderen Eintrige null sind (Iy = (8i¢—j))ij=1,...t»
Kroneckersymbol!). Dann gibt es eine Matriz T, die A auf Jordansche Normal-
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form transformiert und fir die zusdtzlich

L, 0
T*T = e = Itl...tr
0 I;

r

gilt, wobei die Zahlen ti,...,t, den Ldngen der ‘Jordankdsten’ von T~ AT
entspechen.

BEWEIS. Fiir einen Untervektorraum U C k™ sei U = {z € k" | vz =
0VueU } der Polarraum von U (beziiglich der Quadrik mit der Gleichung:
22 +.. 422 =0). Es gilt zwar dim U+dim U = n, aber UNU = {0} braucht im
allgemeinen nicht zu gelten, da k algebraisch abgeschlossen ist. H(\) bezeichne
den Hauptraum zum Eigenwert A und E()\) den Eigenraum.
Behauptung 1: Fiir A\ # p gilt H/(B\) D H(p).
Sei v € H(A) und w € H(u). Wir bezeichnen mit E die Einheitsmatrix und
setzen w; := (A — uE)* ‘w, wobei s so gewihlt ist, daf} wy = 0 und w; # 0
ist. Fiir hinreichend groles » > 1 erhélt man unter Ausnutzung der Symmetrie
von A:

0=(A-AE)v=0v"(A—pE+ (p—NE) =

- v*(]; (;) (A— pE)Y (u—N'~E) =0.

Multipliziert man dies von rechts mit w;, so ergibt sich:

i (r> (b= N0 w;; = 0.

=0 \J
Daraus folgt fiir r =¢=1,...,s sukzessive v*w; = 0.
Behauptung 2: Sei W :=< wy, ..., ws; > die lineare Hiille der w; und wjw; =1.
Dann gibt es Vektoren wi,...,w, mit W =< wy,...,w, > und

(w;*w;)zalevas = Is'

Es gilt wjw; = ((A — AB)wi1)*w; = wi (A — AE)w; = w}wj_ fir i <s
und j > 1. Speziell fiir ¢ < s und j =1 erhélt man wjw; = 0. Daher sind die
Zahlen

a, := wjw; fiir r := i+j wohldefiniert und insbesondere o, = 0 fiir r <'s, ()

d.h. in der Matrix (wfwj);j=1,. s haben die Nebendiagonalen konstante Werte.

Die Bedingung w} = (A — )\E)s ‘w), ergibt aus dem Ansatz wj = Y5_; ajw;
die Beziehung (A — AE)w; = Y7, ajjw; 1 = Z;;} Qi(j+1) W5 = 2jq Ai—1)j W5 =
w;_, also a;j11) = ag-1); und aq_1s = 0 fiir ¢ = 2,...,s. Daher sind die

Zahlen

d, := a;; fir r := i — j + 1 wohldefiniert, insbesondere d, = 0 fiir 7 < 0. (k%)
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Nun berechnen sich die Zahlen b; := wi‘w; zu

S S S S
by = Z Z Ask A WEW] = Z Z ds—p1di— 141041

k=11=1 k=11=1

Hierin lassen sich wegen | < ¢ und £+ 1 > s+ 1 die Summen zu b; =
D i1 Zf:sfkﬂ ds g+1d; 141044 verkiirzen (kK +1 < s = agy = 0 und
l>i+1=d;_;11 =0). In der Summe tritt die Zahl d; nur fiir k =s —i+1
(=1l=1i)und I =1 (= k = s) auf. In beiden Fillen heifit der betreffende
Summand d;d;asy;. Daran erkennt man

bi = 2dvditsyy — ci(dy, - -, di1) (k)

wobei ¢; ein Polynom in den Unbestimmten d, ..., d;_ 1 ist. Setzt man d; :=1,
so kann man aus (#*%) und der Bedingung b, = 0 fir ¢ = 2,...,s die Zah-
len dy,...,ds sukzessive berechnen, da a,y; = wiw; = 1 nach Voraussetzung
gilt. Fiir die so berechneten w! erhilt man w*w; = b; = d?asy; = 1 und
wiw, =b; =0 fiir i =2,...,s. Wendet man nun (x) auf die Vektoren w) an,
so folgt Behauptung 2.

Nun konnen wir eine Basis aus Hauptvektoren hq, ..., h, so konstruieren, daf}
mit 7" = (hy, ..., hy,) fiir T*T die gewiinschte Gestalt I;, ; angenommen wird.
Nach Behauptung 1 reicht es, die Konstruktion innerhalb eines Hauptraums
etwa H(A;) zu erldutern ( Ay,..., A, seien die Eigenwerte von A). Nun sei
s; die minimale Zahl mit H; := Ker(A — M\ E)** = H(A;). Die Bilinear-
form (i(z,y) := z*(A — A\ E)* 'y ist nicht fiir alle Vektorpaare z,y € H,
Null, denn andernfalls wire {0} # (A — \\E)**~'(H;) C H; N H;. Dies kann
aber nicht sein, denn nach Behauptung 1 gilt H, D @Dy, H(\;), woraus wegen
dim Hy 4+ dim H; = n und k" = @, H(\;) zunichst H; = @, H(\;) und
daraus k" = H,®H, folgt. Demzufolge gibt es ein w € Hy mit B (w,w) # 0, da
andernfalls B, auf H; identisch verschwinden miifite. Unter Verwendung der Be-
zeichnung w; = (A— A\ E)**~*w nehmen wir nun 0.B.d.A. w} w; =1 an, so daf
Behauptung 2 zufolge hi,...,h,, existieren, fiir die Wy :=< wy,...,ws, >=<
hl, R hsl > und (hzhj)i,j:L...,sl = Isl gllt Im Fall W; = H; ist man fertlg Im
Fall W, # Hy gilt W, N Wy = {0}, denn fiir y = g1hy + ... + 05, hs, € W1 mit
01 #0 (0.B.d.A.) ist y*hy, = 01 #0 also y & ﬁ/\l Aus dim W; + dim ﬁ/\l =n
folgt k" = Wy ® Wy. Mit Hy := Hy N W, # {0} gilt H, = W, & Hy. Nun
sei s minimal mit der Eigenschaft Hy C Ker(A — A\ E)*2. Fir w € H; hat
man w; = (A — ME)” ‘w € Hp, denn es gilt w}h; = wi hj_s,1; = 0 fiir
1=1,...,sound 7 =1,...,s also w; € H; 0171/\1. Nun sieht man analog wie
oben, daB HyNHy = {0} wegen k" = Wi @ Hy @ H(A\)®...®H()\,) und H, =
Wi SHN)®. .. ®H(\,) gilt (Hy D @, H(\;) wegen Hy O Hy, Hy D Wy we-
gen I7V\1 D H, und Gleichheit wegen dim Hs + dim T-I; = n). Daher gibt es wie-
der ein w € Hy mit w},w; = 1 (s.0.) und man kann wiederum hy, 41, ..., g, 1,
gemdf Behauptung 2 wéihlen. Falls < hg i1,..., ks 45, >=: Wy = Hy gilt,
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ist man fertig. Andernfalls kann man das Verfahren wegen Wy N Wy = {0}
fortfiihren. Da nun (h;R;)ij—s 41,5001 = Lo, und hijh; =0 fiir hy, h; aus ver-
schiedenen Untervektorrdumen Wy gilt, erhilt man die gewiinschte Gestalt von

™T. 1

Ist nun eine Fliche ® = Q; N Q, C P* vorgelegt und (0.B.d.A.) @, singu-
laritdtenfrei, so kann man die Darstellungsmatrix A; von (); mit Hilfe des
Sylvesterschen Trdgheitssatzes auf die Einheitsmatrix E transformieren: E =
S*A1S. Wahlt man nun zu S*A,S die Transformations T geméafl Satz 3.4.9, so
erhdlt man fiir ; und @3, wenn man mit J die Jordannormalform von S$*A,S
bezeichnet, simultan folgende vereinfachte Darstellung:

/11 =TS A ST =TT =14, 4,

Ay :=T*S* A, ST = T*T(T18*AyST) =1, 4, J (3.10)

Das soll heiflen, dafl man nach der Koordinatentransformation die Darstellungen
Q; = V(w*fllx) fiir + = 1,2 erhélt. Die Anzahl s < ¢t; + ...+t = 5 der
Eigenwerte der Matrix S*A>S bzw. J entspricht der Anzahl der Kegel des
linearen Biischels L (geméif (3.6)). Die Eigenrdume entsprechen den Spitzen
dieser Kegel, die daher paarweise disjunkt sind. Gehoren zu einem Eigenwert
zwel ‘Jordankésten’ in J also zwei der Zahlen ¢y, ...¢, so bestimmt dieser einen
Kegel zweiter Art aus L. Ein Eigenwert, der zu drei Jordankésten von J gehort,
bestimmt ein reduzibles Element von L.

Satz 3.4.10. Ist die Fliche ® irreduzibel und von viertem Grad, dann besitzt
keiner der Eigenwerte von S*AsS eine geometrische Vielfachheit von mehr als
Zwet.

BEWEIS. Wie bereits bemerkt besitzt das Biischel L im Fall, daf} ein Eigen-
wert mit groflerer geometrischer Vielfachheit als zwei existiert, ein reduzibles
Element, das sich aus ein oder zwei Hyperebenen zusammensetzt. Diese schnei-
den @; (0.B.d.A. singularititenfrei) in ein oder zwei quadratischen Flachen, aus
denen somit ® besteht. Daher ist ® in diesem Fall reduzibel oder von zweitem
Grad. B

Nun kann man die Flichen ® durch die sogenannten Segre—Symbole klassifizie-
ren: Durch [¢;...t,] werden die Flichen bezeichnet, fiir die sich @; und Q-
simultan auf die Normalformen @Q; = V(2*I;, s x) und Q2 = V(2*I;, 4 Jx)
transformieren lassen. Gehoren zwei Jordankisten (bzw. die entsprechenden
Zahlen t; € {t1,...t,}) zum selben Eigenwert, so werden diese beiden Zah-
len in Klammern gesetzt, etwa: [(t1t2)tst4]. Damit lassen sich folgende siebzehn
Typen von Fldchen @ unterscheiden:
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[11111], [(11)111], [(11)(11)1], [2111], [(21)11], [2(11)1]
[311], [(31)1], [3(11)], [41], [(41)], [5], [221], [(22)1]
[2(21)],32], [(32)].

Nach dem zuvor Gesagten gibt die Anzahl der nicht in Klammern stehenden
Ziffern die Zahl der Kegel erster Art im Biischel L an, wihrend die Zahl der
Klammerausdriicke im Segre—Symbol derjenigen der Kegel zweiter Art in L
entspricht. Als Beispiel werden die Gleichungen einer Fldche vom Typ [32] an-
gegeben:

00100 01a00
~_ |o1000 | tao0o00
Ai=110000 |; Ay =1 a 0000
00001 0001%d
00010 0000b0

Tl + 2w0my + 2374 =0 A a(x] + 2mow2) + 202374 + 2707, + 75 = 0.

Darin sind a,b € k, a # b die Eigenwerte der Matrix S*AS. Die wohl be-
kannteste Fliche vierter Ordnung mit einer einparametrigen algebraischen Ke-
gelschnittfamilie, ndmlich der Torus, besitzt das Segre-Symbol [(11)(11)1]. Als
néchstes untersuchen wir die Frage, wann @ eine Regelfliche ist.

Satz 3.4.11. Die Fliche ® ist genau dann eine Regelfiiche, wenn ® wvom
Typ [(22)1] oder [(32)] ist.

BEwEs. ' =

Zunichst ist ® kein Kegel. Denn betrachtet man andernfalls als Projektionszen-
trum ein y ¢ &, welches auf keinem der Kegel aus L liegt, so enthélt die Fléche
7, (®) als Doppelpunktskurve einen Kegelschnitt Y (Korollar 3.4.3), was aber
unmoglich ist, da andererseits m,(®) zufolge Satz 3.4.5 ein irreduzibler Kegel
vierter Ordnung sein muf (ein solcher enthélt iiberhaupt keine Kegelschnitte).
Wir zeigen nun, daf im Fall des Typs [11111] keine Regelfliche vorliegt. Dazu
betrachten wir einem der fiinf Kegel aus L, etwa Q). Fiir ) erhdlt man im
Koordinatensystem der Normaldarstellung von ® die Gleichung

(ay — ag)x? + (ay — ag)zs + (a3 — ag)x3 + (ag — ag)r; = 0,

worin ayg, ..., a4 die fiinf verschiedenen Eigenwerte sind, wihrend @; die Glei-
chung z2+z2+x3+25+2% = 0 besitzt. Die Ebenen E; = V ({z1—aws, x3—14})
und Ey, =V ({z; — azs, z3 + fr4}) mit o := i/ 2= und = i/ =2 liegen
auf ) und gehoren je einem der beiden linearen Systemen von Ebenen auf )
an, da sie sich in der Geraden V({z; — axs,x3 — (x4, 3 + Bz4}) schneiden.
Substituiert man nun die Gleichungen von E; (i = 1,2) in diejenige von @1,
so ergibt sich mit der Quadrik Q3 := V(z3 + (1 — Zf—“o)@ + (1 — &=2)z])
die Identitdt E; N Q; = E; N Q3. Nun sieht man aber leicht, dafl Q)3 ein irre-
duzibler Kegel ist, dessen Spitze s := V({zo, z2,z4}) offensichtlich windschief
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zu den Ebenen F; und FEs ist. Daher ist fiir ¢ = 1,2 der Schnitt ; N E; sin-
gularitdtenfrei. Die Ebenen E; und FE, spannen eine Hyperebene V auf. Man
kann in V einen Projektionspunkt y ¢ ® so wihlen, dafl die beiden Kegel-
schnitte F; N® und Es N® auf zwei verschiedene Kegelschnitte der Bildfliche
F = m,(®) abgebildet werden, die dann beide in derselben Ebene H NV (H
ist die Projektionshyperebene) liegen. Nach Korollar 2.5.2 kann dann F' keine
Regelfliche sein und nach Satz 3.4.6 auch nicht ®.

Nun werden alle von [11111] verschiedenen Typen behandelt. Dazu wird vor-
ab bemerkt, dafl die Spitze eines Kegels erster Art genau dann auf ® liegt,
wenn die zu ihm gehorige Untermatrix I, von A; = I, , (siehe (3.10)) in
der linken oberen Ecke eine Null besitzt, also genau dann, wenn die dem Kegel
entsprechende Zahl t; grofler als eins ist. Denn die Spitze ist gerade derjenige
Einheitsvektor, der an der k-ten Stelle eine Eins hat, wobei k die Zeilen- und
Spaltenzahl der linken oberen Ecke von I, in I, . ist. Analog liegt die Spitze
eines Kegels zweiter Art genau dann auf ®, wenn die zu ihm gehorigen Zahlen
t; und t; beide grofler als eins sind.

Nun gibt es stets einen Kegel ) in L, so dafl seine Spitze s die Fliche &
schneidet oder sogar auf ihr liegt. Denn falls nicht alle Zahlen ¢; eins sind, folgt
dies aus obiger Bemerkung. In den beiden iibrigen Féllen gibt es einen Kegel
zweiter Art in L, dessen Spitze bestimmt ()1, also auch ®, schneidet.

Wir zeigen nun, dafl im Fall einer Regelfliche ® sogar ein Kegel zweiter Art,
dessen Spitze s in ® enthalten ist, in L existieren mufl, woraus mit obiger
Bemerkung sofort die Zugehorigkeit von ® zu einem der beiden Typen [(22)1]
oder [(32)] folgt. Wir nehmen das Gegenteil an. Fiir den Kegel mit sN® # () ist
dann sN® nulldimensional. Da ® selbst kein Kegel ist, gehen nur endlich viele
Geraden durch die endlich vielen Punkte aus s M ®. Nun schneidet aber jede
nicht durch s N ® gehende Gerade g C ® eine dieser endlich vielen Geraden,
denn fiir x € s N ® schneidet die Verbindungsebene E von z und g die Fléche
® in g sowie einer weiteren Gerade durch x (beachte £ C @ und Satz 3.4.4).
Daher muf} es ein z € sN® und eine Gerade h C ®, welche = enthélt und von
unendlich vielen auf ® gelegenen Geraden geschnitten wird, geben. Nach Satz
3.4.4 gibt es dann aber einen Kegel in L, der unendlich viele Ebenen durch A
enthilt und dies kann nur ein Kegel zweiter Art mit Spitze h C ® sein, dessen
Existenz wir in unserer Annahme aber gerade verneint hatten.

I<:I

Diese Richtung der Aussage folgt sofort, wenn man fiir den Kegel zweiter Art
aus dem Biischel L, dessen Doppelpunktsgerade (Spitze s) notwendigerweise
auf ® liegt, die Schnitte seiner Ebenen, welche s stets enthalten, mit ® be-
trachtet. li
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3.5 Quartiken mit einem Doppelkegelschnitt

Mit Hilfe der Sétze des letzten Paragraphen ist es nun mdoglich, Dimension
und Zahl der irreduziblen Komponenten der Chow—Varietit Cy o(F)"" fiir eine
Quartik der Typen (b) und (c) (gemdfl Paragraph 3.2), deren singulirer Ort
also einen Kegelschnitt C, enthélt, zu bestimmen.

Wihlt man das Koordinatensystem im IP? so, daf8 die Grundpunkte A, und
Ay auf Cj liegen, A; der Pol der Verbindungsgerade von Ay und A, beziiglich
C, ist und sich A auBerhalb der Trigerebene von C, befindet, so erhilt man
bei geeigneter Normierung des Koordinatensystems Cy = V ({23, 22 + 22¢75}).
Dariiberhinaus gilt sogar I(Cy) = (z3, 2% + 2z9z3). Denn fiir f € I(Cy) muf
f(xo, x1,22,0) von 2 + 2wox, geteilt werden (homogene Ideale irreduzibler
ebener Kurven sind stets Hauptideale in k[zg,z, 23], die von irreduziblen
Polynomen erzeugt werden). Also erhélt man f = xsu + (22 + 2zo72)v mit
u,v € klzg,...,xs3]. Fir das irreduzible Polynom f, dessen Nullstellenmenge
F ist, ergibt sich wegen Cy, C F zunichst der Ansatz f = (22 + 22072)v2 + 2303
mit homogenen wve,vs € k[zo,...,x3] der respektiven Grade zwei und drei.
Betrachtet man die Ableitungen von f nach xq,z; sowie x5, so folgt wegen
C, C Sing F' weiterhin v, € I(C_'z) also vy = 2% + 2z9wy + w3v; und daher
f = (22 + 22973)? + z3u3 mit einem ug € k[xy,...,z3] von drittem Grad. Die
Betrachtung der Ableitung von f nach z3 lehrt nun uz € I(C_’z). Daher gibt es
u1, Uz € k[zg, ..., x3] mit f = (2 + 2z922)* — 4z3((2? + 2x9T2)u; + T3u2) und
man erhélt

f = (2] + 2929 — 223u1)* — 423 (uz + ul). (3.11)

Nun folgt aus Satz 3.4.1, daf} es eine Flache ® = ()1NQ)> als Durchschnitt zweier
Quadriken des IP* und ein y € P*\® gibt, so daf die Projektion 7,(®) von @
mit Projektionszentrum y auf eine y nicht enthaltende Hyperebene, welche man
mit IP? identifizieren kann, gerade F ergibt. Die Quadrik Q aus dem von @
und @ aufgespannten linearen Biischel L, die den Punkt y enthilt ist Korollar
3.4.3 zufolge wegen Y = (), singularititenfrei. Daher kann man auf die Fliche
® die Sitze 3.4.9 bis 3.4.11 anwenden. Zusammen mit den Séitzen 3.4.4 bis 3.4.7
erkennt man, daf8 ein von C, verschiedener Kegelschnitt Cy auf F' einem von
hochstens zehn linearen Systemen von Kurven auf F' angehort, welches auf einer
nichtleeren offenen Teilmenge von Parameterwerten Kegelschnitte enthalt (da
C12(F)"" offen in Cy5(F')). Die Tréigerebenen dieser Kegelschnitte durchlaufen
entweder ein lineares Biischel von Ebenen, oder hiillen einen Kummerschen Ke-
gel von F' ein (Satz 3.4.7). Weiterhin ist F' genau dann eine Regelfliche, wenn
dies fiir ® zutrifft (Satz 3.4.6). In diesem Fall ist & durch die Segre-Symbole
[(22)1] oder [(32)] charakterisiert (Satz 3.4.11) und Sing F' enthélt neben C,
eine Gerade g, welche das Bild der in & enthaltenen Spitze des Kegels zweiter
Art aus L ist. Nimmt man nimlich letzteren 0.B.d.A. als Q2 = V(/f2) an, so er-
kennt man bei einer Betrachtung der Ableitungen von ¢ in Gleichung (3.9), daf§
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alle Punkte aus Sing Q)2 auf singuldre Punkte von F = V(g(zo, x1, 2, x3,0))
abgebildet werden. Daher gehort jede Regelfliche mit einem Doppelkegelschnitt
C, automatisch zum Typ (c). Umgekehrt erkennt man, daf jede Fliche vom
Typ (c) eine Regelfliche ist. Dazu betrachtet man die Schnitte von F mit Ebe-
nen durch die Doppelgerade g von F' und beachte, dafl die Schnittkurven stets
eine Singularitit auBerhalb von g besitzen, namlich den Schnittpunkt mit C,.
Da somit die Fldachen vom Typ (b) keine Regelflichen sind, enthalten die gemifl
Satz 3.4.7 existierenden linearen Kurvensysteme auf F' stets fiir eine nichtleere
offene Teilmenge der Parametervarietdt Kegelschnitte. Diese liefern also irredu-
zible algebraische Familien von Kegelschnitten auf F'. Damit erhélt man:

Satz 3.5.1. Die Quartiken F' vom Typ (b) sind keine Regelfidchen. Die Chow-
Varietiten C1o(F)"" zerfallen in einen isolierten Punkt, welchem der Doppelke-
gelschnitt Cy entspricht, und ein bis acht oder zehn eindimensionale irreduzible
Komponenten, die entsprechend viele einparametrige algebraische Familien von
Kegelschnitten auf F liefern. Die Varietiten TV C P? der Trigerebenen zu
diesen Familien (gemaf$ Satz 2.6.3) sind entweder offene Teilmengen von Ge-
raden oder von Kegelschnitten des P?" . In ersterem Fall schneiden die Trager-
ebenen Kegelschnittpaare derselben Familie aus F' aus, wihrend sie 1m zweiten
Fall einen quadratischen Kegel (Kummerschen Kegel) des IP® einhiillen und
aus F' je zwei Kegelschnitte, welche zu zwei verschiedenen Familien gehéren,
ausschneiden.

Die Quartiken vom Typ (b) lassen sich unter dem Gesichtspunkt der Kegel-
schnittfamilien in folgende zehn Typen einteilen:

(b1) | 1|0 [(41)]
(b2) | 2 |1 5]
(b3) | 3 | 1] [(B1)1],[3(11)], [2(21)]
(b4) | 4 |1 [1(11)(11)]
(b5) | 4 |2 [41], [32]
(b6) | 5 12| [(21)11], [2(11)1]
(b7) | 6 |3 [311], [221]
(b8) | 7 |3 [(11)111]
(b9) | 8 |4 [2111]
(b10) | 10 | 5 [11111]
Tabelle 1

Erste Spalte: Typ-Bezeichnung
Zweite Spalte: Anzahl der Kegelschnittfamilien
Dritte Spalte: Anzahl der Kummerschen Kegel
Vierte Spalte: Segre—Symbol der zugehorigen Flichen &

Es muf} darauf hingewiesen werden, dafl diese Unterteilung der Quartiken vom
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Typ (b) nur sehr grob ist. Etwas detaillierter wird anhand der Charakteristika
der Singularititen dieser Fldchen in den entsprechenden Tabellen in [18, S.440-
444] oder [12, S.82-85] vorgegangen.

Satz 3.5.2. Die Quartiken F' vom Typ (c) sind stests Regelflichen. Sie kon-
nen in zwei Untertypen (c1) und (c2) unterschieden werden. Die Flichen des
ersten Typs enthalten nur den einen Kegelschnitt ‘C_’z, wéhrend fir die zum
zweiten Typen gehérigen die Chow-Varitit Cyo(F)"" neben dem Cy entspre-
chenden Punkt genau eine irreduzible Komponente der Dimension eins besitzt.
Die Trdagerebenen der Kegelschnitte dieser Famailie sind Tangentialebenen eines
Kummerschen Kegels.

BEWEIS. Die Quartiken F' sind Regelflachen, da alle ebenen Schnitte mit Ebe-
nen aus g’ (g = Doppelgerade von F') voll in Geraden zerfallen (s.0). Die
Flichen vom Typ (cl) sind genau diejenigen, fiir die ® vom Segre-Typ [(32)]
ist. Man sieht sofort, dal ® keine Kegelschnitte besitzt, wenn man Satz 3.4.4
und die Tatsache beachtet, dafl alle Ebenen des einzigen Kegels aus L, welcher
von zweiter Art ist und dessen Spitze in ® und all diesen Ebenen enthalten ist,
nur Geraden aus ® ausschneiden. Nach Satz 3.4.6 enthélt F' nur den einen Ke-
gelschnitt C, =Y (Korollar 3.4.3). Die Flichen vom Typ (c2) sind diejenigen,
fir die ® das Segre-Symbol [(22)1] besitzt. Auch hier schneiden die Ebenen
des Kegels zweiter Art aus L nur Geraden von ® aus. Wir zeigen nun, dafl
genau eines der beiden linearen Systemen von Ebenen des Kegels erster Art aus
L Kegelschnitte von & liefert, woraus dann mit Hilfe der Sitze 3.4.4 bis 3.4.7
die Behauptung folgt. Sei nun @); der Kegel erster Art aus L und )s derjenige
zweiter Art mit den Spitzen s; und s,. Es gilt s; ¢ sy (siehe Abhandlung im
Anschluf an Satz 3.4.9) und sy C ® C Q1. Sei E C @, die Verbindungsebene
von s; und ss. Alle Ebenen, die mit £ im gleichen System von Ebenen auf
Q1 liegen, schneiden E in s; also schneiden sie s, nicht. Da aber alle Geraden
von (), die Spitze sy schneiden, liefern die Schnitte dieser Ebenen mit & si-
cher Kegelschnitte (mit Ausnahme von E selbst). Denn wiirden sie in Geraden
zerfallen, so miifiten dies ja Geraden von ()» sein. Die Ebenen des anderen Sy-
stems aber schneiden s, stets, da sie £ in Geraden schneiden, und damit ® in
Kurven mit einer Singularitit. Diese konnen aber keine Kegelschnitte sein. li

3.6 Die Steinersche Romerfliche und ihre Entartungs-
typen

Bevor die Quartiken vom Typ (d) behandelt werden, betrachten wir den Typ (e).
Der folgende Satz zeigt, daf hier alle Flachen zueinander projektiv dquivalent
sind. Es handelt sich um die sogenannte Rémerfldche von Steiner.
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Satz 3.6.1. Sei F' eine (von einem Kegel verschiedene) Quartik mit drei ko-
punktalen aber nicht koplanaren Doppelgeraden ¢, G2, gs. Dann ldfst sich die
Gleichung von F auf die Form

_ 2,2, 2.2 2 2 _
[ =xixs + xixs + v5x5 — 2z9r122203 = 0 (3.12)
transformieren.

BEWEIS. Mit A,,..., A3 bezeichnen wir wieder die Grundpunkte des Koor-
dinatensystems. Zundchst wihlt man Ay = g1 N g N g3 und A; € §\{Ao}
fir ¢+ = 1,2,3. Nun gilt fiir die homogenen Ideale der drei Geradenpaare
I U g) = (w3,21202), I(¢ Ugg.) = (@, w123) und I(g2 U g3) = (w1, 273)
(vgl. die Basisdarstellung von I(C3) im vorigen Paragraphen). Analog zur Be-
griindung von Gleichung (3.11) (mit /(g> U g3) anstelle von I(C,)) erhélt man
zundchst als Gleichung von F'

2 2.2
f = xius + 1737301 + cryws =0

mit homogenen wuy,uy € k[zg,...,z3] vom Grad eins bzw. zwei und ¢ € k.
Die Wahl der Koordinatengrundpunkte bedingt us(zo, z1,0,x3) = bxi (wegen
FNV(zy) = 1Ugs) und us(xg, 1, T2,0) = axi (wegen FNV (x3) = g1 Ugy ) mit
a,b € k also uy = ax3 + dzxaxs + bri. Deswegen hat f tatséichlich die Gestalt

f = axiz] + brizi + criws + mimaw3(ax + Bry + YT + 63).
Da F kein Kegel ist, mul a # 0 sein und man kann A;, A>, A3 lédngs der
Geraden ¢y, g2, g3 in die Ebene E := V(axy + Sz, + yxs + dx3) verlegen. Nach
dieser Transformation hat F' die Gleichung

f = axiz} + briz; + crirs + drowiTez3 = 0.
Nun soll f irreduzibel sein und daher ist notwendigerweise a # 0,b # 0 und
¢ # 0. Sind dann A, u, v vierte Wurzeln von a,b und ¢, so erhdlt man nach
Ausfithrung der Transformation zf = —ﬁ Ay

ol A R R
Lo, T3 — _,,E:L'l) Ty — 7'272) T3 —
K w3 die gewiinschte Gleichung (3.12) H

Die Irreduzibilitdt des Polynoms f aus Gleichung (3.12) folgt daraus, da§ f
als Polynom in z, tiber dem Ring k[z1,xs, x3] linear ist. Nun sind z;zsz3 und

r1xs + 123+ Tox3 zueinander teilerfremd, so dafl in einer Darstellung f = fif>
fi € k oder f, € k folgt. Also ist f irreduzibel.

Satz 3.6.2. Fir die Romerfliche F ist die Chow—Varietdt C1,2(F)irr irredu-
zibel und zwetdimensional. Die auf F' gelegenen Kegelschnitte gehéren zu einem
zwetdimensionalen linearen System von Kurven, unter denen auch die drei Dop-
pelgeraden von F vorkommen, welche die einzigen Geraden auf F sind.
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BeEwEIs. Wir fangen mit der letzten Behauptung an. Die nach Satz 3.4.1 zu
F existierende Fliche ® C IP* erhilt man als Schnitt der beiden Quadri-
ken @; und @, mit den Gleichungen f; = 2x125 + 2x324 = 0 und fo =
x? + 75 + o5 + 2zoz4 = 0 (verwende Gleichung (3.9) mit y = (0,0,0,0,1)).
Daraus berechnet man, dafl alle Elemente des von ); und @, aufgespannten
linearen Biischels L Kegel sind, weshalb nach den Sétzen 3.4.6 und 3.4.8 die drei
Doppelgeraden die einzigen Geraden von F' sind (® enthélt nur eine Gerade).
Durch die Polynome azizs + bxix3 + cxaxs mit a,b, c € k ist das lineare Netz
N von quadratischen Kegeln mit Spitze Ay (zweidimensionaler linearer Unter-
raum von IP*>? dessen Punkte Divisoren zweiten Grades des IP® entsprechen)
gegeben, dessen sdmtliche Elemente durch die drei Doppelgeraden von F' ge-
hen. Sei {C,, | n € N} das hierdurch definierte lineare System von Kurven auf
F', ohne die festen Bestandteile §j, g und g3 (siehe Paragraph 2.3). Nach Be-
merkung 2.1.6 sind die Kurven C, von héchstens zweitem Grad (g1, g2 und gs
zéhlen im Schnitt doppelt). Nach der schon bewiesenen letzten Behauptung des
Satzes kann es sich bei diesen nur um Kegelschnitte oder um eine aus ein oder
zwei der Geraden gy, g>, g3 zusammengesetzte Kurve handeln. Andererseits geht
jeder auf F' gelegene Kegelschnitt C'; durch alle drei Doppelgeraden, falls seine
Tragerebene E eine solche nicht enthélt. Denn E schneidet F' notwendigerwei-
se in zwei Kegelschnitten, und diese miissen sich, da sie selbst singularitdtenfrei
sind, in den (auf E gelegenen) Punkten der drei Doppelgeraden schneiden. Da-
her kommt auch der quadratische Kegel mit Spitze Ay, welcher C5 enthilt,
unter den Kegeln des Netzes vor. Falls die Trigerebene des Kegelschnittes eine
der Doppelgeraden enthélt, kommt das Paar von Ebenen, dessen eines Element
die Trégerebene, das andere hingegen die Verbindungsebene der beiden ande-
ren Doppelgeraden ist, unter den Elementen des Netzes vor. Daher gehoren alle
Kegelschnitte auf F' zum linearen System {C, | n € N}. Die Behauptung des
Satzes folgt nun aus einer Betrachtung der Abbildung 6 : N — C2(F) aus
Satz 2.2.2. Denn ein Kegelschnitt auf F' wird von genau einem Kegel aus N
ausgeschnitten, so dafl § einelementige Fasern besitzt. Nach Satz 1.2.2 ist 6(IV)
zweidimensional und nach Satz 1.2.1 abgeschlossen und irreduzibel. Nun gilt
0 # Cip(F)" C 6(N), und da C12(F)"" offen in Cy,(F) also auch in 6(NV)
ist, folgt, daB Cy2(F)"" dicht in 6(N), also ebenfalls irreduzibel und zweidi-
mensional ist (alle offenen Teilmengen einer irreduziblen Varietét sind dicht).

Satz 3.6.3. Die zu einer Romerfliche gemaf§ Satz 3.4.1 existierende Fldiche
® C IP* ist bis auf projektive Aquivalenz eindeutig bestimmd.

BEWEIS. Zunéchst miissen alle Quadriken des zu ® gehorigen Biischels L Ke-
gel sein, da andernfall den Sétzen 3.4.4, 3.4.6 und 3.4.7 zufolge Cy»(F)"" im
Widerspruch zu Satz 3.6.2 nur eindimensional wére (zu den endlich vielen Ke-
geln aus L gibt es dann nur endlich viele einparametrige Kegelschnittfamilien).
Wegen Satz 3.4.8 besitzt & nur eine einzige Gerade, so dafl nach Satz 3.4.6 YV
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(aus Korollar 3.4.3) aus zwei der Doppelgeraden ¢, J> und gs bestehen mu$f.
In Gleichung (3.9) ist daher die Form ¢;(z,y) proportional zu z;,zs oder z3.
Da sich bei einer Permutation der Koordinatengrundpunkte A;, A und Aj
Gleichung (3.12) nicht dndert, folgt die Behauptung des Satzes aus Bemerkung
342. 11

Nun sieht man auch umgekehrt, daf das Bild m,(®) einer derartigen Fliche ®
(gemidf Satz 3.4.8) eine Romerfliche von Steiner ist, sofern nur y auf einem
Kegel @) erster Art aus L gewé&hlt wird, der die Verbindungsebene von y mit
der einzigen Gerade g auf ® nicht enthélt. Denn die Punkte von g werden auf
singuldre Punkte von F' abgebildet, also m,(g) C Sing F'. Dazu betrachte man
z € g 0.B.d.A. als Spitze des Kegels Q2 = V(f2) und beachte, daf} alle Ablei-
tungen der Form g aus Gleichung (3.9) fiir « verschwinden (vgl. Begriindung
von Satz 3.5.1). Nun gilt m,(¢9) ¢ Y (Bez. geméfl Korollar 3.4.3), denn andern-
falls wire die Verbindungsgerade von y und g in @); enthalten. Die Gerade g
schneidet die beiden Ebenen von @), in denen y liegt, in der Spitze von @,
(diese liegt nach Satz 3.4.8 auf g). Also besitzt F' mit 7,(g) und den beiden
Geraden aus Y nach Korollar 3.4.3 drei kopunktale Doppelgeraden und ist laut
Satz 3.6.1 eine Romerflache, denn mit nur drei Geraden kann F' kein Kegel sein.

Dieser Sachverhalt hilft uns, diejenigen Flichen & aus Paragraph 3.4 in den
Griff zu bekommen, welche nicht durch Segre-Symbole zu charakterisieren sind.
Diese sind nun ndmlich des Satzes 3.6.3 zufolge alle zueinander projektiv dqui-
valent. Man kann die im Beweis von Satz 3.6.2 angegebenen Gleichungen von
@1 und @) als Normaldarstellung von ¢ verwenden.

Es entsteht nun die Frage ob es neben der Romerflache weitere Quartiken gibt,
die als Projektion dieser Fliche ® auftreten, und daher ebenso eine zweipa-
rametrige Familie von Kegelschnitten besitzen. Im folgenden wird gezeigt, daf3
es bis auf projektive Aquivalenz noch genau zwei solche Quartiken gibt. Dabei
werden auch deren Gleichungen ermittelt. Zunédchst sei dazu bemerkt, daf das
Biischel L genau zwei Kegel zweiter Art enthélt, deren Gleichungen f;+ fo =0
beziehungsweise f; — fo = 0 sind und die wir mit (3 und (4 bezeichnen.
Dabei sind f; = 2z179 + 22324 und fo = 22 + 22 + 22 + 27924 die Polyno-
me aus dem Beweis von Satz 3.6.2 mit Q; = V(f1) und Q2 = V(f2). Sei G
die Verbindungsebene des Projektionszentrums y mit der einzigen Gerade g
auf ®. Fiir das Projektionszentrum y bleiben noch folgende spezielle Lagen zu
beriicksichtigen:

(i) G istin @, enthalten.
(ii) Es ist zwar y nicht aber G in Q3 enthalten.
(iii) G ist in Q3 enthalten.
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Die Beschrénkung auf die Quadriken @); und Q3 verletzt nicht die Allgemein-
heit der Betrachtung. Die Flichen F' = 7,(®) nach Fall (i) und (ii) besitzen als
Doppelpunktskurve ein paar schneidender Geraden, gehéren also zum Typ (f)
der Einteilung aus Paragraph 3.2, wihrend im Fall (iii) nur eine Doppelgerade
vorhanden ist, so daf diese Flachen zum Typ (h) gehoren.

Satz 3.6.4. Die Quartiken F = m,(®) fir die y wie unter (i) oder (i)
gewdhlt ist, sind projektiv dquivalent zur Quartik mit der Gleichung

T} + 2xozoxs + 2525 = 0 (3.13)

BEWEIS. Behauptung: Zu einer der beiden Doppelgeraden ¢; und ¢ von F
(0.B.d.A. sei dies ¢y ) gibt es eine Ebene E die lings dieser die Fliche doppelt
beriihrt, d.h. (ENF)% =44, .
Beweis der Behauptung im Fall (i): Da g die Spitze von @ enthélt, gibt es eine
von G verschiedene Ebene G' C @1, welche g enthidlt. G und G’ werden von
der ldngs g beriihrenden Hyperebene aus (); ausgeschnitten. Nun ist nach Satz
3.44 G'N® = g, da g die einzige Gerade auf ® ist (Satz 3.4.8). Also erfiillt
E := m,(G") die Bedingung der Behauptung wegen m,(G' N ®) = g1 = my(g).
Beweis der Behauptung im Fall (ii): Die Ebene E := T,Q3 N H (H = Pro-
jektionshyperebene) schneidet F' offenbar nur in der Geraden ¢ = Y (siehe
Korollar 3.4.3), weshalb man sofort fertig ist.
Nun wihlt man als Koordinatengrundpunkte Ay := ¢ N g2, A3 € §1\g2 und
A; € E\g;. Die Verbindungsebene von A; und g schneidet F' in ¢» und ei-
nem Kegelschnitt Cy (§; und §» sind die einzigen Geraden auf F'!), der E
in Ay beriihrt (nach der Behauptung). Daher kann man 0.B.d.A. A; als Pol
der Gerade ¢» beziiglich C5 annehmen. Wéhle nun A, als den von Ap ver-
schiedenen Schnittpunkt zwischen C5 und g,. Bei geeigneter Normierung des
Koordinatensystems ergibt sich daraus fiir das homogene Polynom f, dessen
Nullstellenmenge F ist, f(zo, 0,22, x3) = z3z2 (wegen V(z) N F = g U g),
f(zg,21,0,23) = 2} (wegen V(zo) = E) und f(wo, 1, T2,0) = A\z?(2? + 2z¢x5)
(wegen V(z3) NF = g2 UCy). Folglich erhdlt man A = 1 und als Gleichung fiir
F:

f = at 4+ 2zomy2? + 2z 12025 (azg + by + cxy + drs) + 2325 =0

mit a, b, c,d € k. Fiir eine Urbildfliche ® gemé&fl Satz 3.4.1 von F' findet man et-
wa fi = 2wox3+27124 = 0 und fo = 22 +2x015—274(axo+b) +Cro+dTs)+22 =
0 als Gleichungen (siehe (3.9) mit y = (0,0,0,0,1)). Die Bedingung, daf fo =0
die Gleichnung eines Kegels ist, liefert aus der Determinante der Darstellungs-
matrix sofort d = 0. Wenn man nun weiterhin ausniitzt, daf alle Elemente des
von f; und f, aufgespannten linearen Biischels L Kegel darstellen, so liefert die
Berechnung der entsprechenden Determinante a = 0. SchlieBlich fiihrt man die
Koordinantentransformation zy = $6+§$'2+b(c:c’1 —xy), ¥ = 2, v2 = 5 und
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x3 = zf — ca durch (die gestrichenen sind die neuen Koordinaten!), was unmit-
telbar in Gleichung (3.13) resultiert (beachte, da§ die Transformationsmatrix
fir alle b, c € k tatséchlich reguldr ist). W

Satz 3.6.5. Die Quartiken F = m,(®) fir die y wie unter (i) gewdhlt ist,
sind projektiv dquivalent zur Quartik mat der Gleichung

f= (2] + 2z923)* + 2329 = 0 (3.14)

BEWEIS. Sei G die Ebene von @3, welche die (einzige) Gerade g C ® enthilt.
Wir fithren die Projektion fiir einen Punkt y € G\® durch. Die Gleichungen
der Quadriken @); und Q> seien wieder f; = 2x122 + 2w3x4 = 0 und fo =
2?2 + 22 + 22 + 2x9w4 = 0 (siehe Beweis von Satz 3.6.2). Die Quadrik Q3 besitzt
dann die Gleichung f1 + fo =: f3 = (21 + 22)% + 22924 + 21374 + 25 = 0.
Ein beliebiger Punkt y € G\® ist durch y = (A, 1,—1,4,0) fir A\, x € k und
A+ p # 0 gegeben. Nun ist f3(y) =0, fi(y) = -2, gs(z,y) = (A + p)zy und
g1(z,y) = &y — x1 + pay. Setzt man dies in Gleichung (3.9) ein (und zwar fs fiir
dortiges f; und f; fiir dortiges f»), so erhélt man fiir das Polynom ¢, dessen
Nullstellenmenge der Kegel Z an & mit Spitze y ist,

g = (—2((z1 + 22)? + 2wpxq + 2w374 + 23) — 2(\ + p)z4(T2 — 1 + p124))*—

—4(A + p) 223 ((my — oy + pwg)? + 42129 + da324).

Wir projizieren nun die Fliche & auf die Hyperebene H = V(21 — 22+ (25£)z4)
indem wir hierin x5 durch z; + ()‘2;”)334 ersetzen. Nach einiger Rechnung erhélt
man fiir die Gleichung von F' (= Z N H), falls man durch vier dividiert:

f = ((2:[)1 + ()\ ; ’LL)SL'4)2 + SL'4(2£L'0 + 2£L'3 + SL'4))2+

A —
FOA+ u)%i((T")% + 220 — 223)

Durch die Koordinatentransformation zj = ((25£)2z4+2z0—2x3)/(A+p)?, o} =
2r + ()‘_T“).u, rh = x4 und xy = Ty + T3 + %m gelangt man von dort zu der
gewiinschten Gleichung (3.14) (wenn man die Striche als Kennzeichnung der
neuen Koordinaten wieder entfernt und beachtet, daff die Transformation un-

abhingig von A und p stets bijektiv ist). |l

Satz 3.6.6. Fir die Quartiken F' der Gleichungen (3.13) und (3.14) ist die
Chow-Varietit Cy »(F)"" irreduzibel und zweidimensional. Die auf F gelegenen
Kegelschnitte gehoren zu einem zweidimensionalen linearen System von Kurven,
unter denen auch die Doppelgeraden von F' vorkommen (im ersten Fall sind dies
zwei und im zweiten eine), welche die einzigen Geraden auf F sind.
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BEWEIS. Der Beweis verlduft vollig analog zu dem von Satz 3.6.2. Dabei ist
im ersten Fall das durch ax% + bxizy + craxs und im zweiten Fall das durch
a(z? + 2z9x3) + bxryTy + ¥l fiir a,b,c € k gegebene lineare Netz von Kegeln
(an Stelle des dortigen) zu verwenden. l

Die beiden Quartiken mit den Gleichungen (3.13) und (3.14) treten somit als
Entartungsfélle der Romerflache von Steiner auf. Deshalb werden sie auch Rémer-
flache erster bzw. zweiter Art genannt. In Anlehnung an Satz 3.2.2 fiihren wir
die Typenbezeichnungen (f10) bzw. (h7) ein.

3.7 Quartiken mit zwei schneidenden Doppelgeraden

Analog zur Herleitung von Gleichung (3.11) zu Anfang des Paragraphen 3.5
findet man fiir die hier zu betrachtenden Quartiken die Gleichungsform:

f = (2wowy — 223u;)* — 42305 =0 (3.15)

mit homogenen Polynomen wu;,vy € k[x,...,23] der respektiven Grade eins
und zwei, wobei 1 = V({x,z3}) und g = V({z2,23}) die beiden Doppel-
geraden sind. Aus Satz 3.4.1 ergibt sich daher wieder, dafl jede der hier be-
trachteten Quartiken als Projektion einer Schnittfliche ® = Q; N Q, C P*
zweier Quadriken gem&fl Paragraph 3.4 auftritt. Dariiber hinaus kénnen wir in
diesem Paragraphen annehmen, daff das von (); und ()s aufgespannte lineare
Biischel L singularitédtenfreie Quadriken besitzt, da nach dem letzten Para-
graphen andernfalls eine Romerfliche bzw. ihr Entartungstyp (f10) vorliegt.
Daher kénnen wir die Fldche ® durch die Segre-Symbole klassifizieren und die
Satze 3.4.9 bis 3.4.11 anwenden. Korollar 3.4.3 zufolge mufl das Projektionszen-
trum hier allerdings auf einem der hochstens fiinf Kegel des linearen Biischels
L angenommen werden. Wir wollen stets die in Satz 3.4.1 konstruierte Flache
D = V(2wows + 2z374) N V(22 — v3) = Q1 N Qo betrachten, so daff mit Korol-
lar 343 Y = g1 U ¢» folgt. Daher kénnen wir y stets auf einem Kegel erster
Art aus L annehmen. Auf welchem der Kegel y liegen soll, wird durch einen
Querstrich iiber der betreffenden Ziffer oder Klammer des Segre-Symbols von
® angedeutet. Wie schon im Paragraph 3.5 ist besonderes Augenmerk auf die
Regelflichen @ zu richten. Laut Satz 3.4.11 ist der Fall [(22)1] zu betrachten.
Sei dazu @); der Kegel erster Art aus L und ()2 derjenige zweiter Art. Die Ver-
bindungsebene der beiden Spitzen s; und s, dieser Kegel sei E. Sie ist wegen
s3 C ® C @ in @, enthalten. Fiir die Lage von y sind die Fille y € E und
y ¢ E zu unterscheiden.

Im ersten Fall folgt m,(s2) C Y, so dafl F' nur die beiden Doppelgeraden ¢; und
G2 mit g1 U gy =Y besitzt. Sei 0.B.d.A. ¢ = my(sz). Wie im Beweis des Sat-
zes 3.5.2 sieht man, dafl die Ebenen des linearen Biischels von @), welchem E
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angehort, ® in Kegelschnitten schneiden und auf Elemente des Ebenenbiischels
g2" abgebildet werden (Satz 3.4.7). Die Ebenen des anderen linearen Biischels
und die im Kegel @ enthaltenen schneiden @ jedoch in Geraden und werden
auf Ebenen des Biischels ¢;" abgebildet. Die Sitze 3.4.4 bis 3.4.7 sowie 3.4.11
liefern daraus unter Berticksichtigung der Tatsache, daff im Fall vy ¢ E drei
Doppelgeraden auf F' vorhanden sind, den

Satz 3.7.1. Unter den Quartiken F vom Typ (f) (nach Paragraph 3.2) gibt
es einen Typ von Regelfidchen, den wir mit (f1) bezeichnen und der die Segre-
Charakteristik [(22)1] besitzt. Die Chow—Varietit Ci2(F)"" ist fir diese ir-
reduzibel und eindimensional. Insbesondere gehéren alle Kegelschnitte von F
dem linearen System ohne feste Bestandteile an, das von einem der beiden Ebe-
nenbiischel ¢V oder ¢»V induziert wird.

Nun betrachten wir den Fall y ¢ E,| in dem, wie schon oben bemerkt, wegen
my(s2) € Y drei Doppelgeraden auf F' existieren. Daf§ 7,(s2) eine Doppelgerade
von F' ist, sieht man wie in der Begriindung von Satz 3.5.1. Den Sitze 3.2.2
und 3.6.3 zufolge kann F' nur noch zum Typ (d) gehoren. Seien nun ¢; und
gs die zueinander windschiefen Doppelgeraden einer Quartik £ vom Typ (d).
Alle Ebenen der Biischel ¢;¥ und ¢,V schneiden F' in Geraden, da im Schnitt
stets eine Singularitdt auflerhalb der Trigergeraden dieser Biischel vorhanden
ist. Daher sind Fldchen vom Typ (d) auch stets Regelflichen und man erhélt in
Analogie zum vorherigen Satz den

Satz 3.7.2. Alle Quartiken F vom Typ (d) sind Regelfiichen mit der Segre-
Charakteristik [(22)1]. Auferdem ist fir diese die Chow-Varietit Cyo(F)""
wrreduzibel und eindimensional. Alle Kegelschnitte von F' gehoren dem linearen
System ohne feste Bestandteile an, das vom Ebenenbiischel §¥ induziert wird,
wobei gy diejenige Doppelgerade von F' ist, welche die beiden anderen schneidet.

Fiir die tibrigbleibenden Quartiken mit zwei sich schneidenden Doppelgeraden
erhidlt man durch Anwendung der Sétze aus Paragraph 3.4 schliefilich den

Satz 3.7.3. Fir die Quartiken F' vom Typ (f), die weder Regelfiichen noch
Réomerflichen zweiter Art sind, zerfallen die Chow-Varietiten Ci2(F)"" in
zwet bis acht oder zehn eindimensionale irreduzible Komponenten, welche ent-
sprechend viele einparametrige algebraische Familien von Kegelschnitten auf F
liefern. Die Varietiten T C P?" der Tragerebenen zu diesen Familien (gemdf
Satz 2.6.3) sind entweder offene Teilmengen von Geraden oder von Kegelschnit-
ten des IP*. In ersterem Fall schneiden die Trigerebenen Kegelschnittpaa-
re derselben Familie aus F aus, (wenn man von den Fdllen TV C ¢V und
TV C g,” absieht, in denen die Trigerebenen nur einen Kegelschnitt von F ent-
halten) wihrend sie im zweiten Fall einen quadratischen Kegel (Kummerschen
Kegel) des P* einhiillen und aus F je zwei Kegelschnitte zweier verschiedener
Familien ausschneiden.
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Wir teilen nun diese Quartiken auf dhnliche Weise wie im Anschlufl an Satz
3.5.1 ein wobei die Zahl der algebraischen Familien von Kegelschnitten auf F
das einzige Unterscheidungskriterium ist (vgl. Tabelle 1).

(f2) | 2 |0 (5]
() | 3 [0 (30T, B0 20, [0 ]
(f4) | 4 |1 [41], [41], [32], [32]
(f5) | 5 |1 [(21)11], [2(11)1], [2(11)1]
(f6) | 6 |2 [311], [311], [221], [221]
(f7) | 7 |2 [(11)111]
(f8) | 8 |3 [2111], [2111]
(f9) | 10 | 4 [11111]
Tabelle 2

Erste Spalte: Typ-Bezeichnung
Zweite Spalte: Anzahl der Kegelschnittfamilien
Dritte Spalte: Anzahl der Kummerschen Kegel
Vierte Spalte: Segre-Symbol der zugehorigen Fliachen &

3.8 Quartiken mit zwei windschiefen Doppelgeraden

Da die Quartiken vom Typ (d) bereits im vorigen Paragraphen abgehandelt
wurden, bleiben hier nur die Flichen vom Typ (g) zu betrachten, die natiirlich
ebenso Regelflichen sind. Die beiden windschiefen Doppelgeraden bezeichnen
wir mit ¢; und ¢». Die Kiirze dieses Paragraphen verdankt man

Satz 3.8.1. FEine Quartik F' vom Typ (g) (nach Paragraph 3.2) enthdlt iber-
haupt keinen Kegelschnitt, also C1(F)"" = 0.

BEWEIS. Zunichst besitzt F' keine zu ¢; und ¢» windschiefe Gerade, denn
nimmt man als solche etwa h an, so findet man in jeder Ebene E,” € h" als
Verbindungsgerade der Punkte Ey N g und Ey N g eine Gerade der Quadrik
aller Treffgeraden von gi, g» und h. Da diese Geraden in F' enthalten sind (sie
schneiden mit Multiplizitat gez&hlt in mindestens fiinf Punkten), muf} dies auch
fiir diese Quadrik gelten. Dies widerspricht aber der Irreduzibilitit und dem
Grad von F'. Als Verschérfung dieser Aussage erhilt man nun, daf jede Gerade
h auf F' sogar beide Doppelgeraden schneidet, denn unter der Voraussetzung
hng # 0 (0.B.d.A.) sieht man bei der Betrachtung des Schnitts von F mit
der Verbindungsebene E; von h und g;, dal auch hN g # O gelten muf, weil
der Punkt z := E; N g singulér in diesem ist (aus (Ey N F)¥ =29, +h+g
und p,((Ey N F)%) > 2 folgt 2 € hNg).

Wir nehmen nun einen Kegelschnitt Cy auf F' an, dessen Trégerebene wieder
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mit E bezeichnet wird. Es gilt sicherlich £ ¢ ¢;V U ", denn jene Ebenen
schneiden F' nur in Geraden. Satz 2.5.7 zufolge gibt es nun Geraden g und h mit
(FNE)¥® = Cy+ g+ h. Der Fall g # h ist nicht méglich, da zwei verschiedene
Geraden eine der beiden Doppelgeraden in zwei getrennten Punkten schneiden
wiirden, weshalb E doch eine solche enthalten miifite. Also ist g = h. Sei z :=
gNg und y:=gNg. Danun (TC,F)’ C ¢;" und (TC’yF)V C g2’ gilt (Satz
2.6.1), also E ¢ TC,F und E ¢ TC,F , liefert Lemma 2.5.5 u,((F N E)%) =
pz(Co +2g) = 2 sowie p,((FNE)®) = p,(Cy+2g9) = 2 und damit z,y &
Cy. Nun gilt TC,F NE = TC,FFNE = g, denn im Schnitt ENF geht jede von
g verschiedene Gerade durch x bzw. y mit nur zweifacher Multiplizitdt durch
diese Punkte, da sie Cy schon in zwei Punkten schneidet. Daher ist TC,F die
Verbindungsebene von g und ¢; und TC,F diejenige von g und g,. Betrachtet
man nun eine von E verschiedene Ebene E’ durch g, so schneidet diese F' in g
und einer Restkurve R, wobei ¢ € R und pu,((F N E')%) =1 fiir alle Punkte
z € g\R gilt (beachte E' # E = T,F fiir jedes p € ¢gN F*™ und Lemma 2.5.5).
Daher enthélt R z und y als reguldre Punkte (p,(R) = py(R) = 1 wegen
pe((F N EN™) = (g4 R) =2 und p,((FNE)%) = p,(¢9+ R) =2). Aus
T,R C TC,F und T,R C TC,F (siche Gleichung Stern im Beweis von Satz
2.6.1) folgt schlieBlich T,R = T,R = g. Letzteres ist jedoch wegen deg R < 3
unmoéglich. W

3.9 Quartiken mit einer Gerade von Doppelpunkten

Von den Quartiken f, welche eine Gerade g C Sing F', § ¢ Sing4F von Dop-
pelpunkten besitzen, sind nun bereits alle bis auf die des Typs (h) behandelt
worden. Bevor jedoch fiir letztere die Untersuchung von C»(F)"" vorgenom-
men wird, sollen einige analytische Betrachtungen iiber die Quartiken mit einer
Doppelgeraden g angestellt werden. Dazu bezeichnen wir wieder mit f das irre-
duzible homogene Polynom, dessen Nullstellenmenge F' ist, und mit Ay,..., As
die Grundpunkte des Koordinatensystems. W&hlt man A, und Az auf g, so
sieht man leicht, dafl f von der Bauart

f = T3ug + 205730y + Trws + 2T5us + 20305 + Uy (3.16)

ist, worin us, vy, Wa, ug, V3, us € k[zo, ;] homogen vom Grad der entsprechen-
den Indizes sind (vgl. [16, S.444]). Die Formen us, v, und ws sind nicht gleich-
zeitig identisch Null, da sonst § C SingsF wére. Bisher ist nicht klar, wann
ein Polynom der Form (3.16) irreduzibel ist. Auf diese Frage wird zunéchst eine
Teilantwort gegeben. Dem Polynom f entspricht im allgemeinen ein Divisor D
des IP3. Sehr einfach ist der Fall zu iibersehen, in dem D eine Ebene durch die
Gerade § = V({xo, z1}) als einen Summanden enthilt. Dieser Fall tritt ndmlich
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genau dann auf, wenn wus, vs, ws, us, v3, u4 einen gemeinsamen Faktor besitzen.
Um dies einzusehen, kann man eine Koordinatentransformation durchfiihren,
so dafl der neue Koordinatengrundpunkt A; in die Ebene E zu liegen kommt,
nach deren Ausfithrung also E = V(z) gilt. An der so transformierten Glei-
chung (3.16) erkennt man dann leicht, dafi zo die Formen wus, vs, wo, us, vs, ug
allesamt teilen muf.

Das Polynom f wurde so konstruiert, daf fiir alle Punkte z € § p,(D) > 2
gilt. Daher schneiden alle Ebenen E durch g, die nicht in D als Summand
auftreten, D in dem Divisor (D N E)% = 25+ Rg, worin Rp ein Restdivisor
zweiten Grades von F ist.

Satz 3.9.1. Wenn es fir den zum Polynom f aus Gleichung (3.16) gehdrigen
Divisor D des P* eine Ebene E durch die Gerade g = V ({zy,z1}) gibt, so
dafi (DNE)% = 25+ Ry mit einem Kegelschnitt Ry gilt, so ist D genau dann
eine irreduzible Fliche vierter Ordnung, wenn die Formen us, Vs, Wa, U3, U3, Ug
keinen gemeinsamen Teiler besitzen.

BEWEIS. Die Aussagerichtung =" ist klar. Fiir den Beweis der anderen Rich-
tung sei zundchst bemerkt, dafl fiir Punkte z aus einer geeigneten nichtleeren
offenen Teilmenge von g stets pu,(D) = 2 ist, da us, v2 und wy nach Voraus-
setzung nicht gleichzeitig verschwinden. Falls nun D keine Quartik ist und eine
Ebene durch g enthélt, so folgt die Behauptung des Satzes aus den Vorbemer-
kungen zu diesem. Wenn nun aber D keine Quartik ist, aber auch keine Ebene
durch g enthilt, so kann D nur noch in zwei (moglicherweise iibereinstimmen-
de) Quadriken durch g oder aber in eine Kubik mit Doppelgerade § und eine
nicht durch g gehende Ebene zerfallen. In beiden Féllen sieht man aber sofort,
dafl die Rg keine Kegelschnitte sein kénnen. i

Wir wollen nun die analytische Bedingung in (3.16) dafiir berechnen, da} Rg ein
Kegelschnitt ist. Dazu betrachten wir den Fall £ # V(z;) (der Fall E # V(x,)
verlduft analog) und schreiben E = V(azg — bx;) mit a # 0. Der Divisor Rg
wird auf EF durch ein Polynom g = Z?,j:l a;;r;x; € klzry,z, x3] induziert,
und man kann hierin 0.B.d.A. A := (a;;); j=1,..3 als symmetrisch (also als Dar-
stellungsmatrix von Rp) annehmen. Man berechnet A, indem man in (3.16)
zo = 2a; ersetzt und mit a* durchmultipliziert, zu

ug(bya) aug(b,a) avs(b,a)
A = | auz(b,a) a’uz(b,a) a*vy(b,a) |. (3.17)

avs(b,a) a*vy(b,a) a*ws(b,a)

Nun ist Rg genau dann ein Kegelschnitt, wenn det A ## 0 ist. Diejenigen Ebe-
nen E = V(axg—bxy), fir die R zerfillt, sind daher durch die Nullstellen des
folgenden Polynoms achten Grades in (b, a) gegeben:

7 = ug(Ugwy — V3) — ViU — UWy + 2U3V3Vy (3.18)
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In dem durch Satz 3.9.1 behandelten Fall gibt es daher hochstens acht Ebenen
durch g, fiir die Rp kein Kegelschnitt ist. Der gegenteilige Fall, daf} alle Ebenen
durch g keine Kegelschnitte aus F' auschneiden, ist durch das identische Ver-
schwinden von r gekennzeichnet. Wahrend im ersten Fall klar ist, dafl es eine
einparametrige algebraische Familie von Kegelschnitten auf F' gibt, ndmlich die
so erhaltenen, bereitet der zweite Fall noch einige Miihe.

An (3.16) kann man die Gleichungen der Tangentenkegel an F' in den Punkten
As und Ajz ablesen, die offensichtlich in Ebenen durch g zerfallen: TCy,F =
V(uz) und TC4, F = V(wsy). Um den Tangentenkegel in einem beliebigen Punkt
xz von g zu berechnen, transformiert man in (3.16) etwa Az in den neuen
Koordinatengrundpunkt = = Aj = (0,0, A\, 1) € g\{A42} (© # 0). Im neuen
Koordinatensystem gilt

f = 23ug + 2w (Auy + pvg) + 23 (Nuy + 2Apvg + plws)+
N———— ~~

EH =iwy

+2Tou3 + 2T3V3 + Ug. (3.19)

Eine entsprechende Gleichung erhélt man fiir € g\{As}. Da Ebenen durch
g in all diesen Koordinatensystemen dieselbe Gleichung besitzen, gilt auch im
urspriinglichen Koordinatensystem TC,F =V (w,).

Satz 3.9.2. Die Gleichung einer Quartik vom Typ (h) (gemdfS Paragraph
3.2), fir welche die Form r aus (3.18) identisch verschwindet, vereinfacht sich
bei Wahl der Koordinatengrundpunkte Ay € TC4, F' und A; € TCy, F zu

f = (930932 + X173 + UQ)2 +vq = 0, (320)

wobei uy, vy € k[xg, 21| homogen vom Grad zwei und vier sind, und vy aus vier
verschiedenen linearen Faktoren besteht.

BEWEIS. Fiir jede Ebene E durch g schreiben wir (FNE)% = 2§+ gp+hg mit
den von E abhingenden Geraden gg und hg. Auf einer geeigneten nichtleeren
offenen Menge von Ebenen durch g gilt Korollar 2.6.2 zufolge ContgF C g
fiir alle Ebenen E aus dieser Menge sowie E N Sing F' = g, da F' auflerhalb g
hochstens isolierte Singularitdten besitzt. Das heifit aber, daf} sich die Geraden
ge und hg stets auf g schneiden. Denn wére z := gg N hg ¢ g, dann ist
z regulér, also nach Lemma 2.5.5 E = T,F, was auf den Widerspruch z €
ContgF fithrt. Zu der Ebene E := V(axy — bzy) gibt es daher stets einen
Vektor v = (0, v, v3), fiir den mit der Matrix A aus (3.17) Av = 0 gilt (v
entspricht dabei dem Schnittpunkt von gg und hg auf g). Daher mu8 fiir alle
Zahlen a,b die rechte untere 2 x 2—Unterdeterminante von det A verschwinden.
Das bedeutet aber

Upwy = V3. (%)
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Wire vy = 0, dann wegen (%) auch us =0 oder ws = 0. Sei 0.B.d.A. uy =0,
also wy # 0 (sonst wiare F' vom Typ (i)). Aus (3.18) folgt us = 0 und daraus
f € klzo,z1,22). Dann ist F' ein Kegel mit Spitze A,, was hier aber ausge-
schlossen wurde. Daher gilt vo Z 0 und wegen (*) auch uy Z 0 und wy # 0.
Wiirden us und ws je in zwei verschiedene lineare Faktoren zerfallen, so wéiren
sie beide nach (*) zu vy proportional (Primfaktorzerlegung!). An (3.19) erkennt
man dann, dafl es ein x € g geben muf, so dafl w, = 0 ist. Dies kann aber
nicht sein, denn die Argumentation. da} ws # 0 gilt, war unabhéngig von der
Wahl des Koordinatengrundpunktes Az auf g. Die eindeutige Primfaktorzerle-
gung in k[zg, z1] zeigt nun, daff sowohl us als auch ws stets Quadrate linearer
Polynome sind. W&hlt man A; € TCy,F', Ay € TC,, F und geeignete Normie-
rungsfaktoren, so erhilt man uy = z3, wy = z3 und aus () vy = zox;. Die
Bedingung, dafl das Polynom r aus (3.18) identisch verschwindet, liefert nun
(v3wg—uzw1)? = 0, woraus man durch Vergleich der Primfaktoren auf vs = zjus
und uz = Toup mit einem geeigneten uy € klxg, z1] schlieBt. Setzt man all dies
in Gleichung (3.16) ein und definiert vy := uq — u3 € k[xo, 1], so resultiert als
Gleichung von F':

f = (Toxg + 7173)* + 2(woTy + T123)ug + Uy =

= (.TOSL'Z + T1x3 + U2)2 +v4 = 0. (**)

Wenn v, einen zweifachen linearen Faktor besitzt, so schneidet die zu diesem
gehorige Ebene aus F' eine weitere von g verschiedene Doppelgerade aus (be-
trachte die Ableitungen von f) und man sieht, dal F' notwendigerweise eine
Quartik vom Typ (f) ist. Damit besteht v4 aus vier verschiedene Faktoren. li

Bemerkung: Da in (3.20) die Wahl der Koordinatengrundpunkte auf g be-
liebig ist, sieht man, da} TC,F' fiir alle x € g eine einzige Ebene ist, weil dies
in (3.20) fiir Ay und A; gilt (vgl. (3.19)).

Satz 3.9.3. Eine Quartik F' vom Typ (h), fir die v aus (3.18) identisch ver-
schwindet, enthdlt dberhaupt keine Kegelschnitte, also Cy2(F)"" = 0.

BEWEIS. Zunichst gibt es keine zu g windschiefe Gerade auf F'. Denn wéire h
eine solche, so kann man in (3.20) Ay, A; € h wihlen, und es miifite in diesem
neuen Koordinatensystem u3 = —wv, gelten, was aber nicht moglich ist, da v,
nach Satz 3.9.2 in vier verschiedene Faktoren zerfillt.

Nun nehmen wir einen Kegelschnitt C; C F mit Trégerebene E an, welche
sicherlich nicht die Gerade g enthélt. Sei x := E N g. Nach Satz 2.5.7 hat
man (F N E)% = Cy + g+ h mit Geraden g und h, die beide x enthalten,
da sie nicht windschief zu g sind. Die Verbindungsebenen von g und g sowie
h und g sind Lemma 2.5.5 zufolge in TC,F enthalten, und da es sich dabei
nach obiger Bemerkung nur um eine einzige Ebene handelt, folgt ¢ = A. Nun
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paBt man das Koordinatensystem wie folgt an: Ay := z, A; € ¢g\{As} und
Ay € (ENTC4,F)\g. In diesem Koordinatensystem hat f die Gestalt (3.20)
und es gilt £ = V(z3) und g = V({zo,23}). Nun mufl das Polynom [ :=
f(zo, 1, 2,0) = 2] + 2womgus + u3 + vs wegen g = h von zj geteilt werden.
Dann wird aber notwendigerweise us von xo geteilt, denn der Koeffizient des
Terms zproz? in [ mufl Null sein, weshalb uy; den Term z? nicht enthalten
kann. Daher wird vy von x3 geteilt im Widerspruch zu Satz 3.9.2.

Nach diesem Satz lassen sich zunéchst zwei Untertypen von (h) unterscheiden,
von denen der eine, den wir mit (h1l) bezeichnen, die Quartiken des Gleichungs-
typ (3.20) ohne Kegelschnitte umfafit, wihrend alle nicht zu (hl) gehorigen
Fldchen des Typs (h) mindestens eine einparametrige algebraische Familie von
Kegelschnitten besitzen, deren Varietédt der Triagerebenen T (siehe Satz 2.6.3)
eine offene Teilmenge von g" ist. Fiir diese Flachen ist die Anzahl der irredu-
ziblen Komponenten der Chow—Varietit C; »(F)"" nicht so einfach zu ermitteln
wie im Fall der iibrigen Typen von Quartiken mit eindimensionalem singuldren
Ort. Die systematische Untersuchung dieser Frage wird aus diesem Grund un-
terbleiben. Aus Paragraph 3.6 ist bereits bekannt, daf} es Quartiken vom Typ
(h) gibt, fiir die Cy 5(F)"" irreduzibel und zweidimensional ist, und die dort mit
(h7) typisiert wurden. Die Segre-Methode liefert aber noch weitere Quartiken
vom Typ (h), die sich nach Zahl der eindimensionalen irreduziblen Komponen-
ten von Cio(F)"" unter Verwendung der Sitze aus 3.4 wie folgt ordnen lassen
(beachte, daf das Projektionszentrum y nun notwendigerweise auf einem Kegel
zweiter Art aus L liegen mufl (Korollar 3.4.3), vgl. Tabellen 1 und 2).

(h2) |10  [(41)]

(h3) [ 3 [ 1] [(31)1],[3(11)], [2(21)]

(h4) |4 |1 [(11)(11)1]

(h5) |52 | [(21)11], [2(11)1]

(h6) | 7|3 [(11)111]
Tabelle 3

Erste Spalte: Typ-Bezeichnung
Zweite Spalte: Anzahl der Kegelschnittfamilien
Dritte Spalte: Anzahl der Kummerschen Kegel
Vierte Spalte: Segre—Symbol der zugehorigen Flichen &

Wir fiihren fiir alle iibrig bleibenden Quartiken vom Typ (h) die einheitliche
Bezeichnung (h8) ein, auch wenn dabei moglicherweise Flachen mit einer unter-
schiedlichen Zahl irreduzibler ein— oder mehrdimensionaler Komponenten von
C12(F)"" zusammengefaBit werden. Man beachte, daf fiir die Flichen vom Typ
(h8) C12(F)"" auch mehrere nulldimensionale Komponenten besitzen kann.
Fiir den allgemeinsten Fall einer Quartik vom Typ (h) (in dem auf F ge-
nau sechzehn Geraden liegen, insbesondere also r aus (3.18) acht verschiedene
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Nullstellen besitzt) haben die Geometer des letzten Jahrhunderts (vermutlich
Clebsch als erster) gezeigt, dafl es neben der einparametrigen Kegelschnittfami-
lie auf F' genau noch 128 weitere (isolierte) Kegelschnitte gibt ([5, S.274], [15,
S.1633], [12, S.118]).

3.10 Quartiken mit einer Gerade dreifacher Punkte

Abschlieflend folgt die Behandlung der Quartiken vom Typ (i) gemif der Ein-
teilung aus Paragraph 3.2, fiir die der singuldre Ort Sing F' aus einer Gerade
g = Sing 3 F' dreifacher Punkte besteht. Wahlt man die Koordinatengrundpunk-
te A; und Az wieder auf g, so erhilt man als irreduzible Gleichung von F' we-
gen (TC4,F)' C §', (TC4,F)' C 3" (Satz 2.6.1) und g, (F) = pa,(F) =3
zusammen mit der Bemerkung im Anschluff an Gleichung (1.3) sofort

f = TolU3 + T3V3 + Ug = 0 (321)

mit homogenen Formen wug, v3, us € k[zg,x1] der Grade drei bzw. vier. Analog
zu den Vorbemerkungen zu Satz 3.9.1 sieht man, dafl f genau dann irreduzibel
ist, wenn wus, vz und u,4 keinen gemeinsamen Faktor besitzen. Man beachte dazu,
daB der zu f gehorige Divisor des IP? eine Ebene durch § enthalten mu8, falls er
keine irreduzible Fliche vierten Grades ist. Da wir F' stets als von einem Kegel
verschieden voraussetzen, kénnen us und vz nicht proportional, und schon gar
nicht identisch Null sein. Auf dhnliche Weise, wie bei der Herleitung von (3.19)
berechnet man den Tangentenkegel an F' in einen Punkt = = (0,0, A\, u) € g zu
TC,F = V(Aus + pv3). Man kann die Menge aller homogenen Polynome drit-
ten Grades aus k[zog,z;] (bei Identifizierung proportionaler) als Punkte eines
dreidimensionalen projektiven Raumes IP*"* = IP* auffassen. Die von us und
vy aufgespannte Gerade darin bezeichnen wir mit W'.

Satz 3.10.1. Fir eine (von einem Kegel verschiedene) Quartik F vom Typ
(i) gibt es durch jeden Punkt von g hdochstens drei von g wverschiedene auf F
gelegene Geraden. In den Fillen

(a) wo us und vz teilerfremd sind, gibt es durch jeden Punkt x von § min-
destens eine von g verschiedene Gerade auf F und durch alle bis auf
hdchstens zwei solche Punkte mindestens zwes.

(b) wo us und vy genau einen gemeinsamen linearen Faktor besitzen, gibt es
durch alle bis auf hochstens einen Punkt x von g mindestens eine von g
verschiedene Gerade auf F und durch alle bis auf héchstens dret solche
Punkte genau zwer.

(c) wo us und vy einen gemeinsamen quadratischen Faktor besitzen, gibt es
durch alle bis auf ein oder zwei Punkte von g genau eine von g verschie-
dene Gerade auf F'.
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BEWEIS. Jede Ebene E, die zu einem z € g im Tangentenkegel TC,F' enthal-
ten ist und F' nicht ldngs g beriihrt, schneidet F' neben g in einer weiteren
Geraden durch z. Umgekehrt mufl aber auch die Verbindungsebene von g mit
einer von g verschiedenen, auf F' gelegenen Gerade durch z in TC,F' enthalten
sein (Lemma 2.5.5). Daher gibt es hochstens drei solche Geraden, da TC,F in
hochstens drei Ebenen durch g zerféllt. Zu jeder Ebene, die F' lings g beriihrt
gehort mindestens ein gemeinsamer linearer Faktor von us und vs und umge-
kehrt.

Im Fall (a) geht daher durch jeden Punkt von g mindestens eine von g verschie-
dene auf F' gelegene Gerade, da es keine Ebene gibt, welche F' lings g beriihrt.
Wenn man nun die homogenen Formen dritten Grades aus k[zg, z;] als Punkte
des Raums IP"* = IP? auffait, so bilden hierin die in die dritte Potenz erhobe-
nen linearen Formen eine irreduzible kubische Raumkurve V3 (Veronesekubik,
vgl. die Einfithrung der kubischen Kurven in Paragraph 3.3). Die oben definierte
Gerade W schneidet V;* aber hochstens in zwei Punkten (siehe 3.3) und daher
besteht fiir alle bis auf héchstens zwei Punkte von g der Tangentenkegel TC,F'
aus mindestens zwei verschiedenen Ebenen. Aus den Bemerkungen zu Anfang
des Beweises folgt deshalb (a).

Im Fall (b) kann man Aug+pvs = wy(Auz+pvs) mit einer linearen Form w; und
quadratischen Formen u, und vy schreiben. Die von u, und v, in IP**2 = IP?
aufgespannte Gerade W' schneidet den Veronesekegelschnitt V2 C P">? | des-
sen Punkten die in die zweite Potenz erhobenen linearen Formen entsprechen,
in hochstens zwei Punkten. Die Tangente an V;? in dem der Form w? entspre-
chenden Punkt von V;? enthélt alle quadratischen Polynome, die von w; geteilt
werden. Da sie sicherlich von W' verschieden ist, gibt es mit ihr genau einen
Schnittpunkt. Aus den Bemerkungen zu Anfang des Beweises folgt nun (b),
denn es kann héchstens einen Punkt € § geben, fiir den TC,F = V(w,) ist
(falls w? € W') und hochstens drei, fiir die TC,F weniger als zwei von V (w;)
verschiedene Ebenen enthélt.

Im Fall (c) schreibt man Aug + pvs = wae(Au; + pv;) mit der quadratischen
Form w, und den beiden linearen Formen w; und v;. Nun wird fiir hochstens
zwei Punkte x = (0,0, 1) € g das Polynom wy von Auj + pv; geteilt und aus
den Bemerkungen zu Anfang des Beweises folgt schlielich (c). W

Mit Hilfe dieses Satzes lassen sich die Quartiken F vom Typ (i), die nun insbe-
sondere als Regelflichen erkannt sind, in drei Untertypen mit folgenden kenn-
zeichnenden Eigenschaften einteilen:

(i1) Durch alle bis auf hochstens zwei Punkte von g geht genau eine von g
verschiedene, auf F' gelegene Gerade (Fall (c) aus Satz 3.10.1).

(i2) F enthilt eine zu g windschiefe Gerade.
(i3) F enthilt keine zu § windschiefe Gerade und durch alle bis auf hochstens

drei Punkte von g gehen mindestens zwei von g verschiedene, auf F
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gelegene Gerade.

Zur Rechtfertigung dieser Einteilung ist noch zu iiberlegen, daf} es fiir eine
Quartik £ vom Typ (il) keine zu g windschiefe Gerade auf F' gibt. Denn wére
etwa h C F zu g windschief, so schneidet jede Ebene EY € hY durch h mit
ContgF C h (bilden nach Korollar 2.6.2 eine offene Menge in h") die Flache
F neben h in drei verschiedenen durch x := E N g gehenden Geraden, da
pz((F N E)¥) > 3 gilt und eine ebene Kurve dritter Ordnung mit dreifachem
Punkt in lauter Geraden durch diesen zerfillt.

Satz 3.10.2. Die Quartiken der Typen (il) und (i2) enthalten keine Kegel-
schnitte, also C12(F)"" = 0.

BEWEIS. Fall (i1): Nehme einen Kegelschnitt Cy C F mit Trigerebene E an.
Laut Satz 2.5.7 gibt es Geraden g; und g; mit (F N E)* = Cy + g, + go.
Die Ebene E enthélt sicherlich nicht g, da derartige Ebenen F' nur in Geraden
schneiden. Nach Voraussetzung iiber den Typ (il) gibt es durch z := ENg
genau eine Gerade, aber keine zu g windschiefe auf F' gelegene Gerade. Daraus
schliefit man g; = g und wegen Sing F' = g (Satz 3.2.2) folgt g; = ContgF .
In Gleichung (3.21) kann man die Koordinatenwahl A, := z, A; € g;\g sowie
Ay € E\g; annehmen. Damit gilt £ = V(z3) und g = V({zo,x3}) sowie
f = (xomo +x3u1)ws +uyg (Satz 3.10.1 (c)) mit geeigneten wuy, wo, ug € k[zg, 1] .
Folglich mufl z»xows + u4 von z2 geteilt werden. Dies kann nur sein wenn wy
von z und uy von z} geteilt wird, was aber auf die Reduzibilitit von f fiihrt
(vgl. Beweis von Satz 3.9.3).

Fall (i2): Sei h die zu g windschiefe Gerade auf F'. Es wurde bereits im Anschlufl
an obige Einteilung gezeigt, dafl es durch Punkte = aus einer geeigneten offenen
Teilmenge von g stets genau drei verschiedene Geraden auf F' gibt, welche h
schneiden. Daran erkennt man, dafl es auf F' keine von h verschiedene und zu
g windschiefe Gerade geben kann. Denn wire [ eine solche, so schneidet [ fiir
zwei verschiedene Punkte z,y € g sowohl die drei auf F' gelegenen Geraden
durch z als auch die durch y. Deren jeweilige Verbindungsebenen schneiden
sich aber in h und es folgt h = (. Es wird nun wieder ein Kegelschnitt Cy C F
mit Trigerebene E angenommen, welche sicherlich nicht zu den Biischeln 7
und h" gehort. Es gibt nach Satz 2.5.7 Geraden g; und go mit (F N E)% =
Cs+ g1+ 92. Aus g1 # go wiirde h C E folgen, da beide Geraden h schneiden,
ihr gemeinsamer Punkt aber auf g liegt (gi, g» nicht windschief zu g). Also
ergibt sich auch hier g; = g und daraus g; = ContgF . Der Punkt z :=g; Nh
ist wegen Sing F' = g reguldr und es folgt £ = T,F D h, was aber oben
ausgeschlossen wurde. i

Satz 3.10.3. Die Quartiken vom Typ (i3) besitzen eine einparametrige Fami-
lre von Kegelschnitten.
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BEWEIS. Zu zeigen: card Cy o(F)"" = oo (daraus folgt dim Cyo(F)"" >1).
Zu jedem Punkt = € g, durch den zwei von g verschiedene Geraden g; # ¢
gehen, betrachte man die Verbindungsebene E, von ¢g; und g,. Man erhilt
zuniichst (FNE,)™ = g+ g,+C, mit deg C, = 2. Bei C, handelt es sich aber
bestimmt um einen Kegelschnitt, denn wegen E, 5 g gilt E, € TC,F (Satz
2.6.1) also nach Lemma 2.5.5 u.((F N E,)%) = 3, wohingegen aus C,, = hy+hs
mit (eventuell {ibereinstimmenden) Geraden h; und hy w,((F N E,)%) = 4
folgen wiirde (z € g1, g2, h1,h2). B
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Kapitel 4

Zusammenfassung

AbschlieBend wird eine Ubersicht iiber die Ergebnisse der Arbeit gegeben. Fiir
diejenigen Fléchen, die hier von Interesse sind, werden dabei auch Gleichungs-
darstellungen zusammengestellt. Allerdings wird die Wahl des Koordinatensys-
tems hier nicht mehr wiederholt. Sie ist den entsprechenden Textstellen zu ent-
nehmen. Die Symbole u;, v;, w; stehen auch hier wieder fiir homogene Polynome
vom Grad 7.

Nachdem in Kapitel 2 alle theoretischen Hilfsmittel bereitgestellt wurden, konn-
ten in Kapitel 3 sdmtliche Quartiken, auf denen es eine einparametrige al-
gebraische Familie von Kegelschnitten gibt, bestimmt werden. Es zeigte sich
in Paragraph 3.1, dafl es unter den Quartiken, welche keine Kurve singulérer
Punkte besitzen, nur zwei Typen mit dieser Eigenschaft gibt. Fiir diese ist die
Chow—Varietit C1»(F)"", die man Satz 2.2.2 zufolge als universelle Parame-
tervarietdt der Familie aller auf F' gelegenen Kegelschnitte betrachten kann,
irreduzibel und eindimensional (d.h. es gibt im wesentlichen genau eine alge-
braische Familie von Kegelschnitten auf diesen, siche Satz 3.1.8). Es wurden
die Typen—Benennungen (j1) und (j2) verwendet und in Satz 3.1.7 folgende
Gleichungsdarstellungen ermittelt:
(G1):  (2zom3 + ua)?* + z17a(T1 + T2) (71 + az2) =0

mit a # 1,0 und uy € k[zy, x5 .
(32): (23 + 2womy + u2)? + @271 + 22) (21 + ax2)(zy + bxy) =0

mit a #1, b#1, a # b und uy € kfzy, xs] .
Die Flédchen des ersten Typs besitzen zwischen zwei und vier isolierte Singula-
ritdten, wihrend es im Fall von (j2) genau eine solche gibt.

Die Quartiken mit einer Kurve singuldrer Punkte wurden anschliefend gemif
der Unterteilung aus Paragraph 3.2 untersucht. Mit Ausnahme der sechs Ty-
pen (al), (cl), (g), (h1), (i1) und (i2), bei denen es sich stets um Regelflichen
handelt, und die abgesehen vom Doppelpunktskegelschnitt im Fall (c1) iiber-
haupt keine Kegelschnitte enthalten (Sétze 3.3.4, 3.5.2, 3.8.1, 3.9.3 und 3.10.2),
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besitzen alle diese Quartiken mindestens eine einparametrige Familie von Ke-
gelschnitten. Auch zu diesen gehoren Regelflichen, namentlich die Typen (a2),
(c2), (f1), (d) und (i3). Im Fall des Typs (a2) erhélt man als Gleichung:
(a2):  ago(woza — 23)* + a11(Tow3 — T122)? + an(z123 — 73)%*+

+2ap1 (ToTs — %) (ToT3 — T1T2) + 2a02(ToT2 — 22) (2173 — T3)+

+2a12(ToT3 — T122) (2175 — 23) =0

mit Qg S k, det(aij)i,]':()’m’g 7£ 0 und QAo a22 —4a01a12+2a02a11 +a%1 7£ 0
Die Determinantenbedingung sorgt fiir die Irreduzibilitét der Gleichung, wéh-
rend die letzte Bedingung die Quartiken vom Typ (al) ausschlieft (man verwen-
de die Gleichung des Geradenkomplexes K; (3.5) und beachte, da8 die duale
Varietit PV der Pliickerquadrik P dieselbe Gleichung wie P besitzt, letztere
ist im Anfang von Paragraph 2.5 angegeben). Sind in der Gleichung speziell
age = 2, a;; = —1 und alle anderen Zahlen null, so liegt Gleichung (3.4) ei-
ner Torse vor. Gleichungsdarstellungen fiir die Typen (c2), (f1) und (d) werden
spéter als Spezialisierungen allgemeinerer Gleichungen auftreten, welche fiir die
Typen (b), (f) und (h) angegeben werden. Eine Quartik vom Typ (i3) besitzt
in geeigneten Koordinaten die Gleichung:
(13): xemoziuy + T3us + Toz1Uz = 0

mit wuy, us, us € kg, x1] und wobei us nicht von u; und us nicht von

xrory geteilt wird.
Dabei liegen die Koordinatengrundpunkte As und Aj auf der dreifachen Gerade
g von F'  wihrend Ay und A; je auf einer der zwei von g verschiedenen, auf F
gelegenen Geraden durch A, befindlich sind. Eine solche Gleichung liefert auch
stets eine Quartik vom Typ (i3).

Es wurden drei Fldachen mit einer zweiparametrigen Familie von Kegelschnitten
aufgefunden. Es handelte sich dabei um die Romerfliche von Steiner (Typ (e))
und ihre beiden Entartungstypen (f10) und (h7), deren Behandlung in Para-
graph 3.6 erfolgte, wo auch ihre Gleichungen ermittelt wurden ((3.12), (3.13),
(3.14)).
(e): ziz3+ xizi + 2302 — 2xoT1T273 =0
(f10): 1 + 2wpa?zy + 2322 =0
(h7): (2] + 2z2w3)* + @329 = 0

Fiir diejenigen Quartiken, die mit Hilfe der Segre—Symbole unterschieden wur-
den (Tabelle 1, 2 und 3), wére es zu miithsam, in jedem Fall eine Gleichung
aufzustellen. Gemeinsam fiir die Flichen der Typen (b) und (c) wurde in 3.5
bereits die Gleichung (siehe (3.11))
(b)+(c): f = (22 + 2xoz2 — 2x3u1)* — 422 (uy + u?) =0

mit uy, us € klzo, ..., xs]
angegeben. Man sieht, da} f genau dann reduzibel ist, wenn —us in Linear-
faktoren zerfillt, deren Summe gerade w; ergibt, denn f kann allerh6chstens
in zwei irreduzible quadratische Faktoren der Form (z2 + 2x¢zs — 2z3v;)(2? +

91



2x9ry — 2x3w;) zerfallen. Man erhélt obige Gleichung aus (3.9) etwa durch
Einsetzen der beiden Polynome f; = x? + 2z¢ry + 2w374 und fo = 3 +
2x4u; — uz. Um die Segre—Charakteristik der Quartik zu ermitteln transfor-
miert man zy = %(x{] +ixh), 1 = T, T2 = %(m{] —ixh), T3 = %(x% + ix))

und z4 = %(mg — iz}y) (die gestrichenen sind die neuen Koordinaten!). Nach

Ausfithrung der Transformation erhilt man aus f; und fo die Polynome f; =
o + 2? + 2 + 22 + 22 und fo = 2™ A,2’ mit einer symmetrischen Matrix
Ay, an deren Jordan—Normalform man die Segre—Charakteristik von F able-
sen kann (siehe Anschluff an Satz 3.4.9). Die einzigen Quartiken von obigem
Gleichungstyp, die keine einparametrige Familie von Kegelschnitten besitzen,
sind diejenigen vom Typ (c1). Um diese auszuschliefien, muf} gefordert werden,
daB die Matrix A, keinen Eigenwert der algebraischen Vielfachheit fiinf und
geometrischen Vielfachheit zwei besitzt (Typ (cl) entspricht dem Segre-Typ
((32)]). Um gezielt die Gleichung einer Fliche der Typen (bl) bis (b8) oder
(c2) zu ermitteln, kann man die Normaldarstellung von & gemif Satz 3.4.9
verwenden, und die Projektion m, an Hand von Gleichung (3.9) durchfiihren
(Bez. aus Paragraph 3.4). Dies soll hier jedoch unterbleiben.

Alle bis hierhin noch nicht mit einer Gleichung versehenen Quartiken unse-
res Interesses besitzen eine Doppelgerade, mit der Eigenschaft, daf alle bis auf
hochstens endlich viele Ebenen durch dieselbe Kegelschnitte der Quartik enthal-
ten, wodurch eine der eventuell mehereren Kegelschnittfamilien auf F' gegeben
ist. Es sind dies die Typen (f1) bis (9), (d), (h2) bis (h6) und (h8) (Tabelle 2,
Satz 3.7.2, Tabelle 3). Geméafl Paragraph 3.9 besitzen all diese eine Gleichung
der Art (vgl. (3.16)):
(£)+(h):  f = 22us + 2x9x3v2 + TIW2 + 2T2u3 + 27303 + ug = 0
mit zueinander teilerfremden wusg, vo, we, us, vs, uy € kfzg, 1] (Satz
3.9.1) und ug(uswy — v3) — viuy — udwy + 2uzvzve £ 0 (gemif der
Abhandlung im Anschlufi an Gleichung (3.18)).
Um an dieser Stelle endlich den SchluBlpunkt der Arbeit zu finden, soll es
dem Leser iiberlassen bleiben, zur Betrachtung der einzelnen Untertypen, wel-
che durch die letzte Gleichung zusammengefaflt sind, selbige zu vereinfachen.
Die der Segre-Methode zugénglichen Fldchen konnen auch hier mit Hilfe der
Normaldarstellung von ® (gemif Satz 3.4.9) gezielt mit Gleichungen verse-
hen werden, wenn man die entprechenden Projektionen 7, an Hand von (3.9)
durchfiihrt.
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